Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Uiheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in Partnerschaft lieber Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tür Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials fürdieseZwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .coiril durchsuchen. 



r 



^ 



r 



~\ 







Journal 



für die 



reine und angewandte Mathematik 



In zwanglosen Heften. 



Als Fortsetzang des Ton 

A. L. Grelle 

gegründeten Journals 

herausgegeben 

unter Mitwirkung der Herreu 

Steiner, ScheDbacli, Kummer, Kronecker, Weierstrass 



von 



C. W. Borchardt. 



Mit thdtiger Beförderung Kdlier Röniglich-Preufsisci^er Behörden. 
?•• ••..••••••••• ;••• • •• •:•:•• m*» 



• • • • • «, 



JmmL. 



und fünfzigster Band. 

In vier Heften. 



Berlin, 1860. 

Druck und Verlag von Georg Reimer. 



116029 



.• • 



• » • 
• » « 



■ » ' " 

• • • • 
« • • • • 



• * • • • • 






• • • • 



• • • ' 
« • • • 



I • • • 
• • • 






• • • 






m * 
« • 



• • - 



• • • 



• • • • I 
• • • 

• • • 






• - • « 



• •• 

• • 



• • 



Inhalts -Verzeichniss des sieben und fünfzigsten Bandes. 



jTheorie der Lufkscbwingungen in Röhren mit offenen Enden. Von Herrn 

H. HelmhoUz zu Heidelberg Seiie 1 

Zor Theorie der Trägheitsmomente und der Drehung um einen Punkt. Von Herrn 

A, Clebsch zu Carlsruhe — T3 

Note über die Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe. Von Herrn 

S. Spilzer zu Wien — 78 

Bemerkung zu vorstehender Note. Vom Herausgeber. — 81 

Ueber die Integralion der Differentialgleichung jr*" -r-^ s= +y durch bestimmte 

Integrale. Von Herrn S. Spitzer zu Wien — 82 

Ueber einige geometrische Satze. Von Herrn vopi Siaudt zu Erlangen. . . — 88 

Zwei Sätze über das gröfste Product aus ganzen Zahlen von gegebener Summe. 

Von Herrn Oeiilnger zu Freiburg i. Er. . . . — 90 

Ueber die Gleichgewichtsfigur eines biegsamen Fadens. Von Herrn A. Clebsch 

zu Carlsruhe — 93 

Ueber eine der Interpolation entsprechende Darstellung der Eliminations-Resul- 
tanle. (Aus dem Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin.) 
Von a W. ßorchardt — Hl 

Ueber eine mit der Gammafunction verwandte Transcendente und ()eren Anwen^ 
düng auf die Integralrechnung. Von Herrn Kinhelln früher zu Aarburg 
gegenwärtig zu Bern — 122 

Sur rinvariant Ic plus simple d'une fonction quadratique bi-ternaire, et sur le 

Resultant de trois fonctions quadratiques ternaires. Par H. A. Cayley. . — 1S9 

Ueber das Gleichgewicht schwimmender Körper. Von Herrn A. Clebsch zu 

Carlsruhe — 149 

Ueber eine symbolische Formel, die sich auf die Zusammensetzung der binären 

quadratischen Formen bezieht. Von Herrn L. Schlüfli zu Bern. . . . — 170 

Neue Eigenschaften der linearen Substitutionen, welche gegebene homogene 
Functionen des zweiten Grades in andere transformiren, die nur die Qua- 
drate der Variabein enthalten. Von Herrn 0. Hesse zu Heidelberg. . . — 175 



lY Inhaltsverzeichnifs des sieben und fünfzigsten Bandes. 

Vergleichung zweier Formen der Eliminations-Resultante. Von (7. W. Borchardt. Seite 183 
Ueber den biquadrätischen Character der Zahl „Zwei". Aus einem Briefe 

Diricklets an Herrn Stern zu Göttingen — i87 

Allgemeine Theorie der gradlinigen Strahlensysteme. Von Herrn E. K Kummer. — 189 
Ueber die Zahler und Nenner der Näherungswerthe von Kettenbrüchen. Von 

Herrn E. Heine zu Halle. • — 231 

Ueber die Anzahl der verschiedenen Classen quadratischer Formen von nega- 
tiver Determinante. Von Herrn Kronecker. . — 248 

Von den Gammafunctionen und einer besonderen Art unendlicher Froducte. Von 

Herrn 6. Bauer va München — 256 

Demonstration d'un theoreme de Jacebi par rapport au probl^me de Pfaff. Par 

M. A. Cayley — 273 

Ueber den Grad der abwickelbaren Fläche, die einer Fläche m**' Ordnung dop- 
pelt umschrieben ist. Von Herrn Joh. Nih Bischoff zu Mönchen. . . — 278 

Zur Theorie der Elasticität. Von Herrn C. Neumann zu Halle — 281 

Theorie der circnlarpolarisirenden Medien. Von Herrn A. Clebsch zu Carlsruhe. — 319 
Ueber eine Gattung von Curven vierten Grades, welche mit den elliptischen 

Functionen lasammenhängen. Von Herrn Siebeck zu Liegnitz. .... — 359 
Sur le resultant de trois formes quadratiques temaires, extrait d'une lettre ä 

M. Borchardt. Par M. CH. Hermite ä Paris. — 371 



Znm Gedäehtnifs Gustav Lsjeune Biriehhis. Vom Herausgeber. . , . . — 91 






Theorie der Luftschwingungen in Röhren mit 

offenen Enden. 

(Von Herrn £f. Helmholtz zu Heidelberg.) 



Uie mathematische Theorie der Orgelpfeifen ist von den bedeutend- 
sten mathematischen Physikern vielfältig behandelt worden, aber seit den ersten 
Schritten, welche D. Bernoulli und Euler gethan haben, und durch welche 
die Hauptzöge der Erscheinung eine annähernde Erklärung fanden, um keinen 
wesentlichen Schritt vorgeruckt. Der Grund davon hat hauptsächlich darin 
gelegen, dafs die Mathematiker es nicht wagten, die Annahme aufzugeben, 
dafs die Bewegung der Luftlheilchen im Innern der Röhre flberall ihrer Axe 
parallel gerichtet, und sowohl die Geschwindigkeit wie der Druck in allen Punk- 
ten desselben Querschnitts der Röhre gleich grofs sei. Diese von den ersten 
Bearbeitern der Einfachheit wegen gemachte Annahme ist ganz unbedenklich fflr 
die von offenen Enden entfernteren Theile einer cylindrischen oder prismati-* 
sehen Röhre, aber in der Nähe offener Enden, wo die ebenen Wellen der Röhre 
in den freien Raum fiberzugehen anfangen, um sich dort in Form kugeliger 
Wellen auszubreiten, ist jene Annahme nicht mehr zulässig, da es klar ist, 
dafs ein solcher Uebergang nicht sprüngweise geschehen kann. BernoulU, 
Euler und Lagrange hatten angenommen, dafs die Verdichtung am offenen 
Ende der Röhre stets gleich Null sei. Dafs sie sehr viel kleiner sein mflsse 
als bei den gleichen Wellenphasen im Innern der Röhre, wo die bewegte 
Luft von den Röhren wänden gehindert wird, sich seitlich auszudehnen, ist 
leiclit einzusehen, da am offenen Ende kein anderes Hindernifs ihrer Aus- 
dehnung besteht als die Trägheit der benachbarten Luftmassen. In so fern 
nähert sich jene Annahme und die darauf basirte Theorie allerdings sehr der 
Wahrheit, aber sie ist nicht vollständig richtig. Denn die Dichtigkeit am 
Ende der Röhre mufs allerdings gleich gesetzt werden der Dichtigkeit der 
anstofsenden Luft im freien Räume, aber nicht der constanten Dichtigkeit der 
ruhenden Luft, sondern der veränderten Dichtigkeit dieser selbst in Vibration 
gerathenen Luft. Deshalb widersprechen die Folgerungen aus jener Annahme 
auch in mancher anderen Beziehung der 'Erfahrung. So folgt daraus, wie 
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2 Helmholtz, über Lufischwingunyen in offenen Röhren. 

schon Poisson hervorgehoben hat, dafs bei gewissen Röhrenlangen die Scbwin- 
gnngen im Innern, welche eine endliche Kraft oder eine endliche mitgetheilte 
Bewegung erregt, unendlich grofs vCerden, und einmal erregt, nicht wieder 
erlöschen, weil sie nichts von ihrer lebendigen Kraft der äufseren Luft mit- 
theilen. Euter"') selbst hatte diese Abweichungen dadurch erklaren wollen, 
dafs die Erschütterung sich zum Theil den Wanden der Röhre mittheilte und 
dadurch der Luftmasse verloren ginge. Poisson **) suchte den Grund rieh-- 
tiger in dem Umstände, dafs die Verdichtung am offenen Ende der Röhre 
nicht vollständig gleich Null, sondern nur sehr klein sei. Aber er wufste 
ihren wirklichen Werth nicht zu finden, sondern baute seine Theorie auf eine 
neue Hypothese, welche' sich in unserer Untersuchung als im Allgemeinen 
unrichtig erweisen wird. Er machte nämlich die Annahme, dafs die Verdich- 
tung am Ende der Röhre proportional der Geschwindigkeit sei, wie sie es 
bei ebenen fortschreitenden Wellen ist. Wenn die Geschwindigkeit v, die 
Verdichtung s, die Schallgeschwindigkeit a ist, so setzte er 

kv = as. 

Die Constante k nimmt er an geschlossenen Enden als sehr klein, an offenen 
als sehr grofs an; ihr wirklicher Werth bleibt unbestimmt. Dieser Annahme 
gemafs mfifsten am offenen Ende der Röhre die Maxime der Geschwindigkeit 
mit den Maximis der Verdichtung der Luft der Zeit nach zusammenfallen. Im 
Qegentheil wird dfe von uns anzustellende vollständigere Analyse zeigen, dalis 
Beide nahebin um ein Viertel der Schwingungsdauer auseinanderfallen. Poissons 
Annahme beseitigt die genannten Uebelstande der frQheren Theorien, indem 
bei seiner Hypothese allerdings Schall in den ; freien Raum flbergebt, und des- 
halb die Schallschwingungen in der Röhre schnell erlöschen, sobald die. er- 
regende Kraft aufgehört hat zu wirken. Wie viel Schall aber in den freien 
Raum bei jeder Reflexion der Schallwellen flbergebt, hangt von dem unbe- 
kannten Werthe der Constante k ab, und bleibt deshalb selbst unbekannt. 

Andrerseits folgt aus Poissons wie aus der alteren Annahme, dafs 
die Flachen kleinster Bewegung (Knotenflacben) genau um eine Viertelwellen- 
lange vom offenen Ende der Röhre abstehen, was allen alteren und neueren 
Erfahrungen Aber die Höhe der durch Anblasen erzeugten Töne und der 



^) Novi Commentarii Acad. Petrop. Tom. XVI, p. 347. 

**) Mömoires de rAcadömie des ScicDces 1817 T. 11, p. 305. 



Helmholiz, über LufUehwingungen in offenen Möhren. 3 

darch die Resonanz der Röhre verstärkten Töne widerspricht und darch die 
directen Versuche von Hopkins Aber die Lage der Knotenflächen widerlegt 
wird. Diese Flachen sind in offenen cylindrischen und prismatischen Röhren 
vom Ende der Röhre elwas weniger entfernt, als die Yiertelwellenlänge be- 
tragt. Gegen Poissons Versuch zu erklären, warum beim Anblasen beider- 
seits offener Röhren tiefere Töne entstehen, als seine Theorie erwarten läfst, 
haben schon Quet und Zamminer gegründete Bedenken erhoben. Poissons 
Formeln ergeben nämlich, dafs, wenn eine Bewegung von bestimmter Ampli- 
tude der Luft der Röhre in einem Knotenpunkte mitgetheilt wird, die Am- 
plitude in den Schwingungsbäuchen sehr grofs wird, nämlich von derselben 
Ordnung wie Poissons Constante k. Daraus schliefst er, dafs fflr diesen Fall 
die Amplituden der Schwingung gröfser worden, als es die bei der Ableitung 
der Bewegungsgleichungen gemachte Annahme unendlich kleiner Vibrationen 
erlaubte. Unter diesen Umständen sei also Schallbewegung unmöglich, und 
es könnten deshalb beim Anblasen der Röhre nur Töne entstehen, die sich 
dieser Grenze der Tonhöhe näherten, wirklich aber immer tiefer bleiben 
mflfsten. Mathematisch ist dieser Scblufs unzulässig, denn wie grofs auch die 
flbrigens durchaus unbekannt bleibende Gröfse k sein mag, so wflrde doch 
immer die Gröfse der mitgetheilten Amplituden so klein gewählt werden kön- 
nen, dafs die Bewegungsgleichungen der Schallbewegung anwendbar bleiben, 
und auch der Erfahrung widerspricht diese Darstellung. Allerdings tritt in 
den Yersnchen von Hopkins die Schwierigkeit, der Luft der Röhre in einer 
Knotenfläche eine gegebene Bewegung mitzulheilen, deutlich in die Erschei- 
nung, weil nämlich hier der Widerstand der Luft den Schwingungen der von 
Hopkins angewendeten schwingenden Flattra am meisten hinderlich wird. 
Die lebendige Kraft der Bewegung, welche der schwingende Körper an die 
Luft abgeben mufs, um die starke Resonanz der Röhre zu unterhalten, wird 
hier am bedeutendsten, und wenn also der schwingende Körper nicht ge- 
sflgend viel lebendige Kraft erzengen und abgeben kann, hört er auf zn 
schwingen. Wendet man dagegen Platten an, die von Stimmgabeln erschflttert 
werden, deren Vibrationen zu kräftig sind, um durch den Luftwiderstand er- 
heblich verändert zu werden, so erhält man gerade in den Fällen die vollste 
und schönste Resonanz, wo die Platte in einer Knotenfläche der Röhre liegt, 
und nach Poisson die Resonanz unmöglich wäre. Aufserdem zeigt sich in 
den Versuchen von Hopkins die Schwierigkeit des Tönens der Platten gerade 
bei solchen Tönen, wie sie das Anblasen der Röhre giebt, aber nicht bei 

1* 



4 HelmholtZß über Luft Schwingungen in offenen Röhren. 

den etwas höheren Tönen , welche Poisson als unmöglich betrachtet ; diese 
kommen ohne Schwierigkeit zu Stande. 

Es hat äbrigens Quel*') diese Unzulänglichkeiten von Poissons Theorie, 
die nicht nothwendig aus seiner Fundamentalhypothese fliefsen, verbessert, 
während er sich flbrigens dieser Hypothese anschiiefst und ihre Richtigkeit 
wahrscheinlich zu machen sucht. 

Hopkins'**') hat die Beschränkung, welche in Poissons Grenzbedin- 
gung für das offene Ende der Röhre liegt, weggelassen und nur die Be- 
dingung festgehalten, dafs der Druck am offenen Ende klein sein mflsse, und 
dadurch die Möglichkeit offen behalten, in seinen Formeln die Uebereinstimmung 
mit den Thalsachen vollständig zu bewahren, aber freilich bleiben die Con- 
stanten, von denen die Lage der Knotenflächen und die Phasenunterschiede in 
den einzelnen Theilen der Röhre abhängen, in der Theorie unbekannt.' Da- 
gegen hat Hopkins eine Reihe wichtiger Versuche Ober die Lage der Knoten- 
punkte und die Tonhöhe ausgeführt, um eine jener Constanten wenigstens 
empirisch zu bestimmen. 

Duhamel f) stellte sich zur Aufgabe, den Einflufs der der Axe nicht 
parallelen Bewegungen in Röhren zu ermitteln. Da er aber för das offene 
Ende sich mit der einfachen Annahme begnOgt, dafs hier der Druck gleich 
Null sei, verschwindet. der Einflufs, den die seitlichen Bewegungen der Lufl- 
theile hier haben aus seiner Rechnung, und er kommt zu dem Schlüsse, dafs 
die Differenz zwischen Theorie und Erfahrung nicht von dem Vorkommen 
solcher Bewegungen abhängt. 

Masson -^-f) endlich vertheidigt die Theorie von Poisson im Ganzen 
und sucht die Uebereinstimmung zwischen ihr und der Erfahrung durch eine 
neue Hypothese Aber die Bewegungsart der Luft in dem der Anblaseöffnung 
nächsten Abschnitte der Luftsäule herzustellen. 

Uebrigens ist es klar, dafs, sobald die Gestalt des ganzen Luftraums, 
sowohl des inneren der Pfeife als des äufseren, gegeben ist — wir nehmen 
ihn im Folgenden immer als von festen Wänden begrenzt an — und wenn 
ferner die den Schall erregenden Kräfte gegeben sind, die Aufgabe mathe- 



*) LiouviUe Journal, Tom. XX, p. i. 

**) Transactions of the Cambridge Philos. Soc. VoL V. — Poggendorfs Annalen 
Bd. XLIV, p. 246. 

f ) LiouviUe Journal, Tom. XIV, p. 49. 

ff) Annales de Chimie et de Physiqae, Sir. 3, Tom. XL, p. 418. 
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matisch vollständig bestimmt ist, und keine weitere Hypothese Aber den Zu- 
stand der Luft am offenen Ende einer Pfeife zu machen ist. Eine richtig 
angestellte Analyse der Aufgabe mufs darfiber vollständigen Aufscblufs geben. 

Akustische Untersuchungen, bei denen ich über die bisher unerledigten 
Punkte der Theorie Auskunft brauchte, waren für mich die Veranlassung, die 
Untersuchung aufzunehmen, in welcher Weise sich ebene Schallwellen, die in 
der Tiefe einer cylindrischen Röhre erregt worden sind, bei ihrem Ueber- 
gange in den freien Raum erhalten, und ich habe gefunden, dafs die gegen- 
wärtigen Hfilfsmittel der Analysis ausreichen über die wesentlichen hier in 
Betracht kommenden Fragen genügende Auskunft zu geben, ohne dafs es 
nöthig ist irgend eine Hypothese zu machen. 

Die Kräfte der Analyse sind in den bisherigen Arbeiten über Theorie 
des Schalles hauptsächlich darauf hin angespannt worden, den Verlauf einer 
ursprflnglicb vorhandenen Gleichgewichtsstörung in einer Luftmasse, die übri- 
gens keiner Einwirkung fremder Kräfte unterliegt, zu bestimmen. Bei den 
Tönen der Pfeifen ist aber dieses Problem von verhältnifsmäfsig unterge- 
ordneter Wichtigkeit. Es handelt sich hauptsächlich darum, die Schwingungs- 
form zu ermitteln, welche schliefslich sich dauernd herstellt, wenn die die 
Schwingungen erregende Ursache dauernd und gleichmäfsig fortwirkt. Es ist 
ferner unnöthig, dafs wir die Analyse durch Beibehaltung der willkürlichen 
Functionen verwickelter machen, welche die Form der ursprönglich erregten 
Schwingung ausdrücken. Wir werden vielmehr voraussetzen, dafs diese 
Vibrationen denen eines einfachen Tones von n Schwingungen in der Secunde 
entsprechen, also von der Form cos{27int'\-c) .s'mA. Die WillkQrlichkeit der 
Form würde sich ja auch nach erfolgter Auflösung des Problems immer leicht 
bersteilen lassen durch Zusammensetzung einer gröfseren Zahl von solchen 
einfachen Tönen. 

Da somit die Form der Aufgabe etwas anders gefafst wird, als es in 
den akustischen Untersnchungen bisher geschehen war, ist es nöthig, in den 
ersten fflnf Paragraphen einige allgemeine Untersuchungen Ober die Natur der 
hier vorkommenden Functionen vorauszuschicken. Es zeigt sich, dafs wir 
es dabei mit Functionen zu thun haben, die, wenn die Wellenlänge unend- 
lieb grofs wird, flbergehen in die Formen der elecirischen (oder magnetischen) 
Potenlialfunctionen und dafs eine ganze Reihe der interessanten Eigenschaf- 
ten, die för diese Functionen bekannt sind, auch für jene gellen. Da ich 
schon in einer froheren Arbeil für die Function , deren Differentialquotienten 
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nach drei rechtwinkeligen Coordinatenaxen genommen die drei entsprechenden 
Componenten der Geschwindigkeit geben, den Namen des Geschwindij^keits- 
Potentials vorgeschlagen habe, so Ififst sich diese Analogie auch weiter in der 
Bezeichnung festhalten. Den electrischen Massenpunkten entsprechen die 
Erregungspunkte des Schalls, der Masse der ersteren die Intensität der 
letzteren. Sind die letzteren continuirlich im Räume oder auf einer Fläche 
vertheilt, so läfst sich der Begriff der Dichtigkeit auf sie übertragen, und es 
lassen sich in beiden Fällen Beziehungen ganz analoger Art zwischen ihrer 
Dichtigkeit und den Differentialquotienten des Geschwindigkeitspotentials auf-> 
stellen, wie sie fflr die electrische Dichtigkeit und die Differentialquotienten 
der electrischen Potentialfunctionen gelten. 

Den Hanptnutzen gewährt aber die Uebertragung des Theorems von 
Green ^') auf die hier vorliegenden Verhältnisse, welches sich schon fOr die 
Theorie der Electricität und des Magnetismus so aufserordentlich fruchtbar ge- 
zeigt hat. Von allgemeinen Sätzen, die daraus herfliefsen, sollen nur folgende 
hervorgehoben Werden: 1) Die Schattbewegung in jedem allseitig begrenz^ 
ten Räume, welcher keine Erregungspunkte enthält, kann stets dargestellt 
werden als ausgehend von Erregungspunkten, die nur längs der Ober- 
fläche des Raumes in einer oder zwei einander unendlich nahen Schich- 
ten ausgebreitet sind. 2) In Jedem Räume, dessen sämmtliche Dimension 
nen verschwindend klein gegen die Wellenlänge sind, können für das 
Geschwindigkeitspotential der liUpkewegung die analytischen Formen der 
electrischen Potentialfunctionen gesetzt werden, welche von jenem nur 
unendlich wenig unterschieden sind. 3) Wenn in einem theils von end^ 
lieh ausgedehnten festen Wänden begrenzten, theils unbegrenzten Räume 
Schall im Punkte a erregt wird, so ist das Geschwindigkeitspotential in 
einem anderen Punkte b so grofs, als es in a sein würde, wenn dieselbe 
Schallerreg ung in b stattfände. 

Speciell werden in §• 1 die Bewegungsgesetze der Luft fflr die vor- 
liegende Aufgabe umgeformt, in §. 2 die allgemeinen Formen des Geschwin- 
digkeitspotentials fflr einen von Erregungspunkten freien Raum untersucht^ 
in §.3 die Beziehungen zwischen der Dichtigkeit continoirlieh verbreiteter 
Erregungspunkte und dem Geschwindigkeitspotential festgestellt, in §. 4 die- 



*) Dieses Journal Bd. XLIY, S. 360. 
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selben ffir Erre^ngspnnkte, die continoirlicb Aber eine Fläcbe verbreitet sind, 
und das Theorem von Green auf die Schallbewegnng übertragen , in §• 5 
endlicb werden die Grenzbedingongen fOr weit von den Erregungspnnkten 
entfernte FlSchen aufgestellt, durcb welche die Wellen in den unendlichen 
freien Raum hinauslaufen. 

Nachdem so die wichtigsten allgemeinen Gesetze der electrischen Po- 
tentialfunctionen ffir die Lehre von den Schallwellen anwendbar gemacht 
worden sind, werden die allgemeinen Oesetze der Bewegung der Luft in 
Röhren mit offenen Mfindungen durch wiederholte Anwendung des Gre^iischen 
Satzes in §• 6 abgeleitet. Es wird hier zunächst vorausgesetzt, dafs die 
Röhren unendlich lang nnd cylindrisch von beliebigem Querschnitte seien. Nur 
in einer so kleinen Entfernung von ihrer Mflndung, dafs deren Gröfse gegen 
die Wellenlänge vernachlässigt werden kann, darf die Röhre in beliebiger 
Weise von der cylindrischen Form abweichen, und z. B. trompetenförmig er- 
weitert oder verengt sein. Ebenso werden die Dimensionen der Oeffnung als 
sehr klein gegen die Wellenlänge betrachtet. Da auch die Gestalt des äufseren 
Luftraums bestimmt sein mufs, wird angenommen, derselbe sei durch eine 
gegen die Axe der Röhre senkrechte Ebene einseitig begrenzt mit welcher 
auch die Ebene der Mfindung zusammenfällt Ueber die Bewegung wird vor- 
ausgesetzt, dafs Vibrationen, die einem einfachen Tone von n Schwingungen 
angehören, irgendwo in der Röhre dauernd erregt werdend, und dafs zwischen 
der Erregungsstelle und der Mflndung ein Abschnitt der Röhre existire, in 
welcher die Bewegung nicht merklich von der ebener Wellen unterschieden 
sei. Mittelst des Greenachen Satzes kann man nun, ohne die specielle Form 
der Mflndung und der Luftbewegung in der Mflndung zu kennen, gewisse 
Beziehungen herleiten zwischen diesen ebenen Wellen und den sich halb- 
kugelförmig ausbreitenden Wellen in den entfernten Theilen des freien Raumes, 
und dadurch die bisher offen gebliebenen Fragen Aber den Einflufs des offenen 
Endes auf die ebenen Wellen beantworten, so weit sie allgemein beantwortet 
werden können. 

Nehmen wir die Axe der Röhre als Axe ier x, nnd die Ebene der 
Mflndung als Ebene der yz, so dafs der freie Raum den positiven x, die 
Röhre den negativen entspricht, so ist bei passender Festsetzung des Anfangs- 
punktes der Zeit t die allgemeine Form des Geschwindigkeitspotentials in dem 
Theile der Röhre, wo die Wellen eben sind, wenn wir die Wellenlänge 
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gleich -r- setzen, 

V = (-T-sinArar-f ^^s*r) cos (2^11/) 4-8 cos ifer. sin (2:irji/). 

In den anendlicb entfernten Tbeilen des freien Raumes dagegen <, wo r die 
Entfernung vom Anfangspunkte der Coordinaten beseichnet, ist 

mt cos (Irr — 2nnf) 

riß = M '• 

^ r 

Nach Eulers Theorie wflrde J7 = S = sein, nach Poiseans = 0, 8 
eine onbestimmte kleine Gröfse, nach Hopkins sowohl B wie 8 unbestimmte 
kleine Gröfsen, M bleibt in allen dreien unbekannt. Wir finden folgende 
Beziehungen, wenn wir unter Q die Gröfse des Querschnitts der Röhre ver- 
stehen, und die Fläche der Oeffnung gegen das Quadrat der Wellenlänge als 
verschwindend klein betrachten, 

AQ = —2nM, 

kAQ = — 27i8. 

Zwischen A und B läfst sich keine allgemeine, von der Form der Mflndong 

unabhängige Beziehung aufstellen. Nur läfst sich nachweisen, dafs, wenn der 

Querschnitt der Röhre zur Fläche der Oeffnung ein endliches Verhältnifs hat, 

-j eine, kleine Gröfse von derselben Ordnung wie die Dimensionen der Oeff- 
nung ist, die aber jeden beliebigen Werth annehmen kann, wenn die Oeffnung 
sehr klein gegen den Querschnitt ist. 
Wir setzen das Verhältnifs 

-j- = — Ar taug Ära 

und nennen dann die Gröfse a — x^ die reducirtt Länge des Stocks der 
Röhre, welches zwischen :r = und x=— a'o liegt, die Gröfse a selbst 
die Differenz der wahren und reducirten Länge der Röhre. 

Nachdem diese Beziehungen zwischen den Coefficienten ermittelt sind, 
wird in §. 7 die Form der Wellen in der Röhre näher bestimmt. Knoten-- 
flächen, d. b. Flächen kleinster Bewegung liegen, wo die reducirte Länge 
der Röhre gleich einem ungeraden Vielfachen der Viertelwellenlänge ist, 
Schwingungsbäuche oder Maxima der Bewegung, wo die reducirte Länge 
ein gerades Vielfache der Viertelwellenlänge ist. Die Phasen der Bewegung 
sind am Orte der Maxima um die Zeit einer Viertel - Undulation von denen 
am Orte der Minima verschieden. 
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Die Knolenflächen sind zugleich Stellen des gröfsten Wechsels der 
Dichtigkeit 9 die Bäuche Stellen des kleinsten Wechsels der Dichtigkeit. In 
nächster Nähe der Knotenflächen und der Flächen stärkster Bewegung fällt 
die stärkste nach der Mündung gerichtete Geschwindigkeit der Zeit nach zu- 
sammen mit der stärksten Verdichtung. In den zwischenliegenden Abtheilun- 
gen der Röhre aber liegen beide um eine Viertel -Schwingungsdauer aus- 
einander. 

Wenn man die Lage des Geschwindigkeitsmaximum und die des Verdich- 
tungsmaximum fflr einen jeden einzelnen Zeitmoment bestimmt, so findet man 
fdr die fortschreitenden Wellen in den entfernteren Stellen des freien Raumes 
bekanntlich, dafs beide mit der constanten Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
Wellen fortschreiten, und dabei allmälig an Gröfse abnehmen. Auch in der 
Röhre bewegt sich das Geschwindigkeitsmaximum vorwärts gegen die HOn- 
dung hin, aber so dafs sein absoluter Werth am Ort der Bäuche sehr grofs, 
in den Knotenflächen sehr klein ist, und ferner so dafs die Geschwindigkeit 
seiner Fortbewegung in den Bäuchen sehr klein, in den Knoten sehr grofs 
ist, so dafs es überall, wo sich ein Bauch befindet, während einer halben 
Schwingungsdauer fast ganz still steht, um zu Ende dieser Zeit schnell auf 
den Ort des nächsten Bauches fortzuschreiten, an dem es dann wieder eben 
so lange fast stillsteht. Ebenso bewegt sich das Verdichtungsmaximum, nur 
dafs es in den Knotenflächen anhält und grofs ist, während es am Ort der 
Bäuche klein ist und schnell vorwärts eilt. 

Die gewonnenen Resultate können weiter benutzt werden, um die 
Starke der Resonanz und die Phasen der in der Luft erregten Schwingungen 
bei verschiedenen Erregungsweisen des Schalls genau zu bestimmen. 

Wenn die Röhre in irgend einem Querschnitte durch eine feste Platte 
begrenzt ist, welche durch eine äufsere Kraft (z. B. eine aufgesetzte Stimm- 
gabel) in eine schwingende Bewegung versetzt wird, deren Gröfse durch den 
Widerstand der Luft nicht merklich verändert werden kann^ so ist die Re-- 
sonanz am stärksten, wenn die reducirte Länge der Röhre ein unge^ 
rades Vielfache der Viertelwellenlänge ist, am schwächsten, wenn sie ein 
gerades Vielfache ist. Im ersteren Falle, also beim Maximum der Resonanz, 
verhalten sich die Amplituden in den Schwingungsbäuchen zur Amplitude der 
schwingenden Schlufsplatte der Röhre, wie das durch 27i cos ka dividirte Qua- 
drat der Wellenlänge zum Querschnitt der Röhre. Bei Röhren mit wenig 
verengter Mündung ist cos ka nicht merklich von 1 anterschieden, die Gröfse 

JoiUDul für Mathematik Bd. LVII. Heft 1. 2 
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des Maximums der Resonanz also von der Form der MQndong ziemlich on- 
abbängig, und die Stärke des Schalls im freien Räume ist bei solchen Röhren 
sowohl vom Querschnitt als von der Form der Mfindung unabhängig. Bei stark 
verengter Mündung steigt die Resonanz in der Rohre und auch die Stärke 
des Schalls im freien Räume. Bei stärkster Resonanz ist die Phase der Be- 
wegung in den Schwingungsbäuchen von den entsprechenden Phasen der 
mitgetheilten Bewegung der Zeit nach um eine Viertel - Schwingungsdauer 
verschieden. 

Aehniiche Ergebnisse finden sich, wenn der Schall in der Röhre von 
einem in den entfernteren Theilen des freien Raumes befindlichen tönenden 
Punkte erregt wird , und für eine jede beliebige Lage des tönenden Punktes 
im freien Räume vor der Mündung der Röhre läfst sich durch das unter No.3 
als Folgerung des ßr^^nschen Theorems oben aufgeführte Reciprocitätsgesetz 
wenigstens das Yerhältnifs der Stärke der Resonanz für verschiedene Röhren- 
längen angeben. Auch in diesem allgemeinsten Falle findet sich, dafs die 
Resonanz der einerseits geschlossenen Röhre am stärksten ist, wenn ihre 
reducirte Länge ein ungerades Vielfache der Viertelwellenlänge ist. 

Auf offene Röhren , deren beide Mündungen denselben Bedingungen 
unterliegen, wie die eine Mündung der bisher betrachteten Röhren, lassen 
sich die Resultate leicht übertragen. Ihre Resonanz ist am stärksten, wenn 
ihre reducirte Länge gleich einem Vielfachen der halben Wellenlänge ist. 

In §.8 werden Röhren betrachtet, welche Rotationskörper sind, und 
die Methoden aufgesucht, um Formen der Mündung zu finden, für welche die 
Bewegung der Luft vollständig angegeben werden kann. 

In §. 9 werden die Rechnungen für die einfachsten Formen der 
Functionen, welche die Form der Mündung bestimmen, durchgeführt. Unter 
diesen Formen kommt eine vor, bei welcher die Differenz zwischen reducirter 
und wahrer Länge verschwindet. . Ihre Mündung ist schwach trompetenförmig 
erweitert, so dafs die Fläche der Mündung doppelt so grofs ist als der Quer- 
schnitt des Cylinders. Eine andere dieser Formen, bei welcher die Weite 
der Oeffnung gleich der des Cylinders ist, weicht so aufserord entlich wenig 
von einem vollständigen Cylinder ab, dafs man für die meisten practischen 
Anwendungen die Differenz wird vernachlässigen dürfen. Der Abstand ihrer 
Wandnng von der eines reinen Cylinders ist berechnet und in einer Tabelle 
zusammengestellt ; mehr als y^ des Radius beträgt diese Abweichung nur auf 
einem Streifen dicht an der Mündung, dessen Breite 0,54 des Radius beträgt. 
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und die gröfste Abweichung, die Oberhaupt vorkommt, ist ^ des Radius. 
Die Differenz zwischen der reducirten und wahren Länge dieser Röhre be«- 

trfigt -x- = 0,785 des Radius. Die eines vollständigen Cylinders mufs ein 

wenig gröfser sein. Die neuesten und sorgfältigsten experimentellen Bestim- 
mungen der GrOfso dieser Differenz von Wertheim ^) und Zamtniner **) 
zeigen noch keine sehr grofse Uebereinstimmung unter einander, was vielleicht 
darin seinen Grund hat, dafs die Röhren durch Anblasen zum Tönen gebracht 
sind, wobei man zwar, wie die Erfahrung lehrt, im Allgemeinen Töne der- 
selben Höhe bekommt, wie die Töne der stärksten Resonanz der Röhre, aber 
doch nicht genau weifs, wie weit die Tonhöhe durch kleine Modificationen des 
Anblasens verändert werden kann. Auch ist die Länge der Schallwellen nur 
schwer so genau zu bestimmen, dafs auch die verhältnifsmäfsig kleine Differenz 
der wahren und reducirten Länge der Röhren genau gefunden wird. Wert-- 
heim findet den Werth dieser Differenz, wenn sie in Theilen des Radius aus- 
gedrQckt wird, ziemlich unabhängig von dem Verhältnifs des Durchmessers 
zur Wellenlänge, und zwar bei beiderseits offenen Röhren für jedes Ende 
zwischen 0,560 und 0,819, Mittel 0,663 /t, fOr einerseits gedeckte Röhren 
zwischen 0,638 und 0,863, Mittel 0,746 R, so dafs der theoretisch gefundene 
Werth 0,785 1{ zwar gröfser ist als seine Mittel werthe, aber doch noch inner- 
halb der Grenzen der Beobachtungsdifferenzen liegt. Zamminer findet da- 
gegen einen stärkeren Einflufs der Tonhöhe. Bei offenen Röhren variirt der 
Werth der Differenz von 0,848 bis 0,493 JR^ während die Viertel weilenlänge 
von 20,9 /t auf 3,9 /i sich ändert, und bei geschlossenen Röhren variirt die 
Differenz zwischen 1,304 und 0,376 JR^ während die Viertelwellenlänge von 
40,1 JR auf 7,03 JR sinkt. Dies stimmt nicht so gut mit der Theorie, welche 
so starke Aenderungen des Werthes 0,785 JR, der für die tiefsten Töne gilt, 
bei veränderter Tonhöhe nicht erwarten läfst. Indessen sind bei den Röhren, 
deren Länge mehr als 30 /i beträgt, auch hier die Differenzen so gering, dafs 
Aenderungen der Schwingungszahl um ein Procent genügen würden, die Ueber- 
einstimmung herzustellen, und bei verschiedener Stärke des Anblasens können 
leicht viel gröfsere Aenderungen eingetreten sein. 

Endlich ist in §• 10 noch eine Aufgabe in ihren allgemeinen Zügen 
behandelt, welche bisher der theoretischen Bearbeitung unzugänglich gewesen 



*) Annales de Chimie et de Physique, S6t. 3, Tome XXXI, p. 394 
**) Poggepidorffs Annalen der Physik XCVII, p. 183. 

2» 
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war, nämlich die Bestimmaog der Loflschwingangen in solchen HohlrSumen« 
deren drei Dimensionen gleichmäfsig als verschwindend klein gegen die Wellen- 
länge belrachlet werden können, und die durch eine Oeffnung, deren Flache 
selbst gegen die Oberfläche des Hohlraums verschwindend klein ist, mit der 
«ufseren Luft communiciren. Es läfst sich die Höhe der Töne, für welche 
solche kugel- und flaschenförmige Pfeifen stärkste Resonanz geben, allgemein 
bestimmen. Ist die Oeffnung kreisförmig, und ihr Flächeninhalt s, das Volumen 
des Hohlkörpers 8, die Schallgeschwindigkeit a, und die Schwingungszahl des 
Tones n, so ist nach der Theorie 

Wahlen wir als Längeneinheit das Millimeter, und setzen a = 332260, so ist 

4 

n = 56174^- 

Scndhaufs*^ hat aus Versuchen die Schwingungszahl der durch Anblasen 
solcher Hohlkörper erhaltenen Töne in die Formel gebracht: 

n = 52400:^. 

yS 

Noch besser stimmt die Theorie mit den Versuchen von fVerlAeim, bei wel- 
chen das Verhältnifs der Fläche der Oeffnung zur Oberfläche des Hohlraums 
noch kleiner ist, als bei SonäAaufs, und die Uebereinstimmung ist desto 
gröfser, je kleiner jenes Verhältnifs ist 

För elliptische Oeffnungen läfst sich der Werth von n ebenfalls be- 
stimmen. Er wird etwas kleiner als fflr kreisförmige. 

Auch fflr Hohlkörper mit zwei Oeffnungen läfst sich dieselbe Aufgabe 
lösen; das theoretische Gesetz stimmt auch hier mit den empirischen Formeln 
von SondAaufs und seinen Versuchen fiberein. 

Es sei innerhalb einer Loftmasse in dem Punkte, der dorch die recht- 
winkligen Coordinaten x, y, z bestimmt ist, zur Zeit / der Druck gleich p, 
die den drei Ck>ordinaleiaxen parallelen Ck>mponenten der Geschwindigkeit u, 
r, 9C, die Dichtigkeit k, und die Componraten der auf die Einheit der gasigen 

*) l^ggen^m-ffs Anntlen LXXXI, S. 235 und 347. Es ist übrigens in diesen Auf- 
salze die BeieickQiiQgsweise dtf französisdien Physiker gebrancht, wonadi die Schwin- 
guagszaUeii der Töae doppelt so grols werdeo ab nach der destscbea Bezeidmong. 
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« 

Hasse wirkenden finfseren Kräfte X, Y und Z seien anszndrflcken als Diffe* 
rentialquolienten einer Potcntialfnnction P, so dals 

Die bekannten Bewegungsgleicbnngen fflr die inneren Ponkte der Lnflinasse 

sind demgemäfs: 

rfP 1_ dp __ du i ^ du , du I rffi 



CD 



'^'^ h^lfy ~ dt '^^ dx'^^ dy '^^ dz' 
dP i dp dw i dw » dw i dw 

dh _ rf(Ai4) I d(hv) j rf(Aii?) 

T #1., T 



rff dx ^ dy ^ dz 

Wenn Lnft, ohne Wärme abzugeben, ihre Dichtigkeit ändert, ist 

(!"•) P = *'Ä% 
wo b eine Conslante und y=l,43 ist. Daraas folgt 

* = *VÄ-'^ und 
flM / 

A dx dx V — 1 dx ' 

und ähnlich für die DifTerentialquotionten nach y und z. 

Die Schallbewegung gehört zu denjenigen Bewegungen, denen ein Ge* 

schwindigkeitspotential zukommt, welches mit ^ bezeichnet werde, so dafs wir 

haben : 

rAc-^ .. rf* äO dO 

(*•> '' = w *' = -^' «' = -^- 

Setzt man die Wertho aus (l^) und (1^) in die Gleichungen (1.), so haben 
die drei ersten derselben eine gemeinschaftliche Integralgleichung, nämlich: 

WO Au eine Fanction der Zeit sein kann, ond die vierte Gleichung Iflfst sicii 
traf die Form bringen: 

, dO dh"-^ , rf* dh'-* , rf0 «/A»^-' 
' dx dx ^ dy dy 'dz dz 
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m 

In dem Folgenden nehmen wir an^ dafs die Geschwindigkeiten nnd Aenderun- 
gen der Dichtigkeit verschwindend klein seien. Setzen wir 

so betrachten wir also P, ff, sämmtliche Differentialqnotienten von 1^, P und ^ 
als unendlich kleine Gröfsen, nnd vernachlässigen ihre höheren Potenzen. Dann 
werden die beiden Gleichungen (f^.) und (l^)9 indem man 6VA('i~^=^ setzt, 

(ig P-a'f, = ^. 

Indem man die erste Gleichung nach t differentiirt, kann man ^ aas beiden 
eliminiren*) und erhält 

Wir wollen im Folgenden nur Fälle behandeln, wo wir es mit einem 
einzigen gleichmäfsig anhaltenden Tone von n Schwingungen in der Zeitein- 
heit zu tbun haben, und also ^ von der Form ist: 

(2"0 * = !F' cos (2^110+*'" sin (2;rnO, 

wo W und }F" Functionen von x, y, z sind. Dabei kann die Gleichung (2.) 
nur bestehen, wenn auch P von der Form ist: 

(2*.) ^p ^ —f cos {2nnt ) + y' sin {2nnt). 

Es zerfällt dann die Gleichung (2.) in die folgenden beiden: 

gt*Wt9 fi*Wf9 d^Wff 

, 2nn 2« 

a A ' 




T •• 



*) Ich bemerke hier noch, dafs diese Elimination von h auch an den unverkürzten 
Gleichungen (1^.) und (1^.) vollzogen werden kann, und dafs man die Eliminationsglei- 
chung, welche von der dritten Dimension in Bezug auf <P und seine Differentialquotienlen 
ist, ebenfalls mit Hülfe der hier folgenden Theoreme durch eine nach Sinus und Cosinus 
der Zeit fortlaufende Reihe integriren kann, deren Glieder von n*^' Dimension der kleinen 
Gröfsen den Combinationstönen n^^' Ordnung der primär angegebenen Töne entsprechen. 
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Zunächst werden wir uns mit der Integration dieser Differentialglei- 
chungen zu beschäftigen haben. Ans ihrer Ableitung geht hervor^ dafs q* 
und 9" Functionen der Coordinaten sind, welche sich nur an solchen Stellen 
des Raumes von unterscheiden, wo veränderliche Kräfte auf die Luftmasse 
einwirken und Schallscbwingungen erre^ren. In allen anderen Theilen der 
Lnftmasse ist 9 = 0, und es sind daher die Functionen W der Bedingung un- 
terworfen 

Ich werde im Folgenden den immer wiederkehrenden Aasdruck 

dx* "T rfr* "*" dz* 
nach dem Vorgang von Green mit V^^^ oder wo es unsweidentig ist, mit 
V^ bezeichnen. 

§. 2. 

Wir beginnen mit der Integration der einfacheren Gleichang 

(3*.) = *»!F-f V,5»: 

Ein bekanntes particnlares Integral derselben ist 

_ Acos{kr-\-g) 
, 

wenn wir mit A und g Constanten bezeichnen, mit r aber die Entfemang 
des Punktes x, y, z von einem festen Punkte a, ß, y, also 

r» = (ar-.o)»-f (y_./3)»-|-(ar~y)». 
Es ist nSmIicb 

^^''^ ^ = -^^7P^[cos(*r+^)+*rsin(*r+^)], 



(4.) ?P 



d*W 
dx* 



-A [p - ^^V^1t<^°«(*^+^H*'-«n(*'-+y)] 



-, — i-cos(*r4-y), 



(4*0 /lp^=-^[7f-^^V^'][*<»*(*^+^)+*'-8in(ftr+,)] 

Ak*(y—ß)* ,. , , 

i^r-^cos(Är+^), 



dz* 



-^[^-^^^^]Lco3ikr+g) + krsiüikr+g)2 



\, ^' C08(*r-|-^). 



r 

w 

I 

I 
l 
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Wenn man die drei Gleichungen (4^) addirt, so erhält man: 

X r 

vorausgesetzt, dafs nicht r = und dabei die Werlhe von -^rr^ T^* 
--TT und V unendlich werden. Mit Ausnahme des Punktes a, ß, y ist also 

dann die Diffentialgieichung (3^) mittelst des in Gleichung (4.) angenommenen 
Werthes von ^ durch den ganzen unendlichen Raum erfällt. 

Indem wir in Gleichung (4.) g entweder gleich Null oder gleich — \n 
machen, erhalten wir zwei verschiedene Formen des particularen Integrals. 

1 ) Wenn ^ = — ^n, wird 

Auhr 



(4^) W 



r ' 



und erhält für r = den endlichen Werth Ak. Auch die Differenlialquotien- 
ten bleiben endlich, es wird nämlich für r = 

rfa* ~ dy^ ~ rfa* ~ —t^^^ 

wie man leicht sieht, wenn man cos Arr und sin Ar nach Potenzen der ver- 
schwindenden Gröfse r entwickelt. Daraus ergiebt sich für r = 

v^^^ie^p = 0. 

sin Ikf* 

Die Function V=A ist also ein solches particulares Integral der Glei- 
chung (3^), welches im ganzen Räume und auch im Punkte a, ß, y gültig ist. 
2) Wenn wir ^ = setzen, wird 

und ffir r = unendlich grofs, ebenso wie seine Differentialquotienten. Die 
Gleichung (3^) wird also im ganzen Räume erfällt, mit Ausnahme des Punk- 
tes a, ßy y. 

Daraus ergiebt sich ferner leicht, dafs wenn wir setzen: 

sinJfcr 



(4-0 !P = j?„,,,^[^„,,,,J!IL^], 



WO bei den einzelnen. Gliedern der Summe die Werthe von a, ß, y und A 
verschieden sind, die Gleichung (3^) erfüllt ist im ganzen Räume, ohne Aus- 
nahme der Punkte a, ß, y. 
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Wenn wir aber setzen 

SO ist die Gleichang (3^) im ganzen Räume erfflUt mit Aosnalime derjenigen 
Punkte, deren Coordinaten a, ß, y in der Summe vorkommen. 

Denken wir uns die Punkte a, ß, y continnirlich neben einander im 
Räume vertheilt, so werden aus den Summen Integrale, und wir schliefsen, 
dafs die Function 

im ganzen Räume der Gleichung (3^.) genfigt, dagegen die Function 

nur in denjenigen Tbeilen des Raumes, ffir welche A = 0. In beiden soll 
h eine willkürliche Function von a, ß und y bedeuten. 

Wenn wir in der Gleichung (3^) A = setzen, verwandelt sie sich in 

die bekannte Differentialgleichung fOr die Potentialfnnctionen solcher Massen, 
welche in die Ferne mit anziehenden oder abstofsenden Kräften wirken, deren 
Intensität dem Quadrate der Entfernung umgekehrt proportional ist. Die ver- 
schiedenen Formen für das Integral W der Gleichung (3^), welche wir auf- 

gestellt haben, verwandeln sich, wenn sie enthalten, in 

ÜP = Constans, 
welches Integral im ganzen Räume ohne Ausnahme eines Punktes der Glei- 

chung (3^) genagt, oder^ wenn sie enthalten, in 

V = s[±] 

oder 

weiche beiden Formen in denjenigen Punkten des Raumes nicht genügen, 
in denen anziehende oder abstofsende Hasse vorhanden ist, in denen also A 
oder h nicht gleich Null ist. 
Da die Gleichung 

Jonrnal für Mathematik Bd. LVII. Heftl. 3 
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im ganzen mit Luft gefällten Raame erfOllt sein mnfs mit Ausnahme solcher 
Stellen, wo verfinderliche Kräfte auf die Luft wirken, schliefsen wir, dafs in 
den Formen des Integrals (4''.)9 ("^^0) (^^0 diejenigen Punkte und Theile des 
Raumes, in denen die Gleichung (3^) nicht erfOllt ist, Erregungspunkte 
des Schalls sind. Wir wollen sie auch als solche bezeichnen. Es mag in 
den Formen des Integrals (4"^.) und (4^.) die Constante A die Intensität 
des betreffenden Erregungspunktes heifsen, und in (4\), wo die Erregungs* 
punkte conlinuirlich durch den Kaum vertheilt gedacht sind, nennen wir die Con- 
stante h ihre Dichtigkeit. Bei electriscben Problemen, wo Ar ^= 0, würden die 
Erregungspunkte den Massenpunkten^ die Intensität der Masse, die Dichtigkeit 
der Dichtigkeit entsprechen. Da die Functionen !F die Bedeutung von Ge- 
schwindigkeitspotentialen haben, wollen wir, entsprechend dem Sprachgebrauch 
in der Lehre von der Electricitat und dem Magnetismus, eine solche Summe 
wie (4^.)^ welche sich auf eine bestimmte Zahl von Punkten a, ß, y bezieht, 
das Geschwindigkeitspotential dieser bestimmten Erregungspunkte nennen. 
Die Gleichung (3^) wird also erfallt durch die ganze Ausdehnung eines ge- 
gebenen Raumes jS^ wenn V das Geschwindigkeitspotential aufserhalb jS 
gelegener Erregungspunkte ist. 

§. 3. 
Wenn wir nun zur Betrachtung der Differentialgleichung 

(3.) V^y+A^y = —Anq 

flbergehen, so ist zunächst zu bemerken, dafs fOr A s= 0, diese Gleichung in 

übergeht, deren Integral bekanntlich ist: 

y ^fff^iadßdY\^, 

worin ^ eine Function bezeichnet, fQr welche in dem ganzen Theile des 
Raumes, wo die Gleichung (3''.) erfallt sein soll, V4^ = ist. 

Wir wollen jetzt zeigen, dafs in ganz analoger Weise das Integral 

der Gleichung 

(3.) V^y-fA^y = —4^9 

ist: 

WO 4> eine Function bezeichnet, für welche in den Theilen des Raumes, wo 
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die Gleichong (4.) gültig seia soll, 

V^* + Ä'* = 0. 

Um die durch das Zeichen V^^F vorgeschriebenen Differentiationen 
unter dem Integralzeichen in (5.) vornehmen su können, denke ich mir den 
ganzen Raum durch eine den Punkt x, y, z in unendlich kleiner Entfernung 
umgebende rings geschlossene FIfiche getheilt, und nenne den unendlich klei- 
nen inneren Raum iSo, den umgebenden Sufseren jSi* Das in dem Werthe 
von !P ([Gleichung (5.)} enthaltene Integral zerlege ich dem entsprechend in 
zwei Theile, von denen der eine !Po der Integration über jSu9 der andere !Pi 
der aber Si entspricht. 

Es ist also 

(5-0 iF= y^-f. !?, + *. 

Da !Pi ein Potential von Erregungspunkten, die aufserhalb So liegen, fflr einen 
innerhalb So enthaltenen Punkt ist, so ist 

V,!F, + Ar^y, = 0, 
ebenso 







V,*+*»* = 


0, 


also 










(5».) 


V^V^k^V — 


: V.?F„ + Ä»!F„. 


Nun setze ich 












f cos kr 

fr 


1 



r 

welche Gröfse ^ fAr r=:0 auch gleich Null wird, während aus den Gleichun- 



gen {Ar.') sich ergiebt, dafs fQr sehr kleine Werthe von r -^-V^ "jt und 



-tV sich auf Gröfisen von der Dimension — reduciren, und fflr r = 
wird. Ferner setze ich 

beide Integrale Ober den onendlicb kleinen Raam £(, ausgedehnt, so dafs 

(5«o y„ == y + y". 

Um zu ermitteln, von welcher Gröfsenordnnng W, W" and W sind, fahre 

3* 
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man statt der rechtwinkligen Coordinaten a, ß und j^ Kugelcoordinaten ein, 
indem man setzt: 

X — a =i reosto, 

y — ß=z rsiniocosO-, 

z — y = rsincüsiniS^, 
dann wird 

dadßäy = r^ sin (odtodO-är. 

Ist also die mit dadßdy unter dem Integrationszeichen mulliplicirte Gröfse 
fflr r=0 entweder endlich, wie qfr, oder von der Ordnung — , wie — und 

^xfr» welches gleich ist, so wird die zu integrirende Gröfse unendlich 

r 

klein und über einen unendlich kleinen Raum integrirt. Daher werden die 
Gröfsen W, V'\ W^ (wegen (5^)) und V^ W unendlich klein- Dagegen ist 
V^!P'' endlich und hat den bekannten Werth 

V,y'' = — 47ry. 

Folglich wird aus (5*.) und (5^) 

und, indem wir die unendlibh kleinen Gröfsen gegen die endliche vernach- 
lässigen, 

(3.) V,!F+A^iF= -\nq, 

was zu erweisen war. 

Es läfst sich fOr die hier untersuchten Formen von Geschwindigkeits- 

Potentialen ferner dieselbe Relation erweisen, welche für die Potentialfunctionen 

electrischer Massen an solchen Flächen stattfindet, die mit endlichen Hassen 

in unendlich dünner Schicht belegt sind. 

Setzen wir 

cositr 



(6.) ?F=/^^rfa,, 



WO diD das Flächenelement einer beliebigen Fläche Sl bezeichnet und p eine 
Function, die sich in der Fläche continuirlicb ändert, und untersuchen die er- 
sten Differentialquotienten von !P für solche Punkte Xy y^ z des Raumes, 
welche der Fläche £1 unendlich nahe liegen. 
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Wir setzen wieder 

cosfcr f j_ * 

— ; /rT— ^ 

V ist jedenfalls endlich, wenn p und die Gröfse der Fläche £i endlich sind, 
da fr immer endlich ist. Dafs V" unter denselben Bedingungen endlich ist, 
ist aus der Theorie der electriscben Potentialfunctionen bekannt, ebenso dafs 

V auf beiden Seilen dicht an der Fläche dieselben Werlhe hat. Dafs letz- 
teres auch mit V und also auch mit W der Fall sei, ist leicht zu ersehen, 
da /^> auch wenn man durch die Schicht selbst hindurchgeht, sich immer nur 
continuirlich ändern kann. Dagegen wissen wir, dafs die Differentialquotienten 
von V* an der Fläche einen endlichen Sprung ihres Werthes erleiden, wäh- 
rend leicht zu erkennen ist, dafs die von W an der Fläche continuirlich sein 
mässen. Denken wir uns durch eine geschlossene Linie^ die in unendlich 
kleiner Entfernung den Fufspunkt des von Xj y, z auf die Fläche £i gefällten 
Lothes umgiebt, ein Stück 12» aus der Fläche herausgeschnitten und das Integral 
fpfrdu} gelheill in %^ welches über die Fläche ßo, und !F/, welches über 
den Rest der Fläche ausgedehnt ist, so dafs 

y' = %\%. 
Nun ist die Gröfse 

dfr _ fc* x—a 
dx 2 r 

für unendlich kleine Werlhe von r, bleibt also endlich, macht aber einen 
Sprung, wenn man von positiven Werthen von x — a durch r=0 nach ne- 
gativen übergeht, ist dagegen continuirlich, wenn man nicht durch r=:0 hin- 
durchgeht. Letzteres geschieht nun keinenfalls, wenn man in W\ die Werthe 

von X, y, z sich ändern läfst. Dagegen ist -'^-^, wo allerdings ein Sprung 

eintreten würde^ unendlich klein als das Integral einer endlichen Gröfse über 

eine unendlich kleine Fläche genommen, und wir können deshalb seinen Werth 

dV^ dV 

gegen -j-^ und -^ — vernachlässigen. Folglich sind die Differentialquotienten 

von V, welches gleich ¥^u-{~ ^i ^^^ continuirlich, und die von W müssen an 
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der Fläche £2 einen Sprung von derselben Gröfse wie die von V machen. 
Bezeichnen wir die von der Fläche ab nach beiden Seiten hingehenden Nor- 
malen mit n^ und n^^^ so ist bekanntlich 






and daraus folgt, dafs auch 






sei, was zu beweisen war. 



Man kann ferner den ffir die Lehre von den electrischen und magne- 
tischen Potentialfunclionen so äufserst fruchtbaren Lehrsatz von Green*^ auch 
auf die hier vorliegenden Functionen mit dem gröfsten Vorlheil anwenden. 

Wenn !P und 4^ zwei Functionen sind, welche innerhalb eines abge- 
grenzten Raumes iS eindeutig und stetig sind, d. h. flberall endliche erste 
Differentialquotienlen haben, so ist nach jenem Satze von Green 

Jw'^i^^JfflfV^dxdydz ^j4^^da}-\fff4^'^Vdxdydz, 

wo dm ein Flächenelemeni der Oberfläche von 8, n die nach innen gerichtete 
Normale bedeutet, und die Integrationen nach d(o Aber die ganze Oberfläche 
von 8, die nach dxdydz durch das ganze Innere von 8 auszudehnen sind. 
Wenn wir auf beiden Seiten dieser Gleichung addiren 1^ / f /W4^ dx dy dz, so 
bringen wir den Satz in die Form, welche wir hier brauchen 

^'^'^ f^ ^ ^"^ +/Z/*'^^* + *'*^ ite rfr rf« 

Sind ^ und ^ dargestellt als Geschwindigkeitspotentiale von Erregungspunk- 
ten, die theils innerhalb, Iheils aufserhalb des Raumes j9 continuirlich mit der 
Dichtigkeit ^ und p verbreitet sind, so ist nach Gleichung (3.), (5.) und (7.) 

(7«0 f'f'^dio — \nfffwpdxdydz 
==^ Ji^-^diD — ATuJJ^^tldxdydz. 



<') Dieses Journal Bd. 44, S. 360. 
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Sind 2F and 4> Gescbwindigkeitspotentiale von aurserhalb ^ gelegenen Er- 
regnngspunkten, so wird 



(7*-) A^^«'=/* 



ä(o. 



dn 

Green hat bewiesen, dafs eine solche Gleichung wie (7^) anch richtig bleibt, 
wenn in einem unendlich kleinen Raumelement ds des Raumes iS» die Dichtig- 
keit p einen so grofsen constanten Werth annimmt, dafs pds einer endlichen 
Gröfse A gleich wird^ obgleich dann 4^ an dieser Stelle nicht stetig bleibt, 

sondern unstetig wird, wie — • Nehmen wir an, dafs 4> das Geschwindig- 
keitspotential der in dem unendlich kleinen Raumelemente ds, dessen Coor- 
dinaten a^ ß, y seien, mit der gleichmflfsigen Dichtigkeit p vertheilten Er- 
regungspunkte sei, wahrend p äberall sonst gleich Null ist, so dafs also ^ 
in endlicher Entfernung vom Punkte a, ß, y den Werth habe: 

r 

so reducirt sich das dreifache Integral der linken Seite der Gleichung (7^), 
indem wir den Werth, welchen V im Punkte a, ß, y hat, mit W„ beseich- 
nen, auf 

Wafpds = AV^. 

Die Gleichung (7.) wird also 

(7..) _4.»'.=/^^^-/y^(^E2li^> 

Somit ist die Function V, welche vnr nur der Bedingung unterworfen hatten, 

eindeutig und stetig zu sein, die Qbrigens ganz beliebiger Art sein kann, auf 

die Form unserer Geschwindigkeitspotentiale gebracht. Ist flbrigens innerhalb 

des ganzen Raumes jS 

V,y+A'!F= 0, 

so wird die Gleichung (7^): 

/dV cos hr 
•^ do) das Potential einer Schicht von Erre- 

gnngspunkten , welche an der Oberflache von jS ausgebreitet ist und die 

Dichtigkeit y hat. Das andere Integral können wir aber betrachten als das 
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Potential einer Doppelschicht von Erregungspunhlen, die derselben FISche an- 
liegen. Denken wir die eine Schicht mit der Dichtigkeit W auf der 

Aufseren Seile der Oberfläche von S in der unendlich kleinen Entfernung ^e 
von dieser Oberfläche ausgebreitet, die andere mit der Dichtigkeit -] V auf 

der inneren Seite der Oberfläche von jS> auch in der unendlich kleinen Ent- 
fernung \b von dieser Oberfläche entfernt, so wird das Potential dieser Schich- 
ten sein: /¥^^(^—^-^^i/cü. Somit lä/it sich Jede stetige und eindeutige 

Function W, welche in allen T heilen des Raumes S der Gleichung genügt: 

VW'^^k'W = 0, 

als Geschwindigkeitspotential von Erregungspunklen ausdrücken^ die hlos 
längs der Oberfläche von 8 ausgebreitet sind. 

Hier aber hört die Aehnlichkeit mit den electrischen Potentialfunctionen 
auf, indem diese letzteren sich stets ausdröcken lassen als Potentialfunctionen 
einer einfachen Schicht von Electricität an der Oberfläche des Raumes, was 
bei unseren Potentialen zwar im Allgemeinen auch der Fall ist, aber för eine 
unendlich grofse Zahl von bestimmten Werlhen von k fQr eine jede gegebene 
geschlossene Oberfläche Ausnahmen erleidet. Es sind dies nämlich diejenigen 
Werthe von k, die den eigenen Tönen der eingeschlossenen Luftmasse ent- 
sprechen. 

Man kann sich davon leicht an einem Beispiele überzeugen, indem man 
dps Potential fOr eine gleichmäfsig und continuirlich mit Erregungspunkten be- 
legte Kugelschaale berechnet. 

Wenn sämmtliche Dimensionen des Raumes ^ sehr klein gegen die 
Wellenlänge sind, kann kr gegen 1 vernachlässigt werden, so oft r die Ent- 
fernung zweier innerhalb jS* gelegener Punkte ist. Unter diesen Umständen 
wird die Gleichung (7''.) 

Bei dieser Weglassung unendlich kleiner Gröfsen wird also W eine Function, 
welche der Gleichung V!P=:0 im Räume j9 genflgt, und es folgt daraus, 
dafs man in Räumen, deren Dimensionen gegen die Wellenlänge verschwin- 
dend klein sind, statt der Functionen, die der Gleichung VW'\^k'^Wz=(i ge- 
nügen, stets unendlich wenig davon unterschiedene Functionen finden kann, 
die der Gleichung Vy^=:0 genügen. 
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Wendet man die Gleichung (T'^.) anf theilweis sosammenstofsende 
Räome S^ und S^^ an, indem man die Elemente ihrer nicht gemeinsamen 
Oberfläche mit dia^ und doo^^^ die des gemeinsamen Stackes ihrer Oberfläche 
mit d(0(^ beaeichnet, unter n^ die nach dem Inneren von S^^ unter n^^ die 
nach dem Inneren von 8^^ gerichteten Normalen dieser Flächenelemente ver- 
steht, so hat man^ 

wenn innerhalb S^ V y; -f Ä» !P; = 0, 

und innerhalb S^^ V !P;,-f Ar* !P;, = 0, 

der Punkt a^ ß, y, von dem die Entfernungen r gerechnet werden, aber 
innerhalb S^ liegt, und wir unter dem Integralzeichen \dü) ^ -{- dm^^ schreiben, 
wo die Integration über sämmtliche Elemente dw^ und sämmtliche nfco«, aus- 
gedehnt werden soll. 

Wenn nun an der gemeinsamen Trennungsfläche beider Räume 

' '*' dn, dn, rfn,^ 

ist, SO giebt die Addition beider Gleichungen, da dn^=z — dn^^. 



, jf^/C08*rN^^ _rd^cosk^j^^ 
» " dn„\ r ^ ** J dn,, r " 



Die Function ÜP) erscheint also hier als Potenlial von Funkten ausgedräckt, die 
an der nicht gemeinsamen Oberfläche der Räume S^ und S^^ liegen, während 
die Punkte der gemeinsamen Trennungsfläche ganz aus dem Integral ver- 
schwinden. Genau denselben Ausdruck erhält man aber fOr ^F^^, wenn man 
den Punkt a, ß, y in den Raum S^^ verlegt. Es sind also in diesem Falle 
!P^ und !P)^ Potentiale derselben aufserhalb des gemeinsamen Raumes S^ und 
S^^ liegenden Erregungspunkte, und beide Functionen müssen continuirlich in 
einander flbergehen. 

Wenn wir also im Folgenden fär das Geschwindigkeitspolential in ver- 
schiedenen Tbellen eines zusammenhängenden Luftraumes verschiedene Aus- 
drttcke V^ und !P)^ werden wählen mOssen, wird die Continuität an der Grenz- 

Jounial für Matbemaük Bd. LVU. Heft 1 . 4 * 
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flAohe hergestellt sein, wenn in allen Punkten derselben 

'^=^- «Od ^ = ^ Oder =-- aj^- 



§. 5. 

Wir mflssen noch die Grenzbedingongen aufslellen fflr solche unendlich 
entfernt gedachte Oberflfichen, durch welche Schallwellen in den unendlichen 
Raum hinauslaufen, und jenseits welcher es keine Erregungspunkte mehr giebt. 
Wenn von einem einzelnen Punkte aus in der vorher unbewegten Luft eine 
Erschütterung ausgeht, so hat das Geschwindigkeitspotential bekanntlich die 

Form — /^(r-a*)9 wo F eine willkfihrliche Function, n die Schallgeschwindig- 
keit, r die Entfernung vom Erregungspunkte a, ß, y bezeichnet. Soll F 
einer einfach periodischen Bewegung von n Perioden in der Secunde ent- 
sprechen, so müssen wir ihm die Form geben — cos [Ar — 2Ttnt-\-c\^ wo 

%nn = akj wie in (3^) festgesetzt ist. Haben wir nun eine beliebige Anzahl 
Schall erregender Punkte in endlicher Entfernung vom Anfangspunkte der 
Coordinaten, so dafs das Geschwindigkeitspotential ^ von der Form wird: 

(8.) !P = ^[j/«'»Cfa-,-2>»n«+g,3[ ^ 

wo r« die Entfernung vom Punkte a, A^ und y. Constanten bezeichnen, die 
t^T die verschiedenen Punkte verschieden sind, und setzen wir die Coor- 
dinaten X, y, z des Punktes, in dem die Schallbewegung bestimmt werden 
soll, gleich 

^€08 CO, 9 sin CO cos <9^ (»sincosin^^ 

für den Punkt a aber gleich 

««» Ä^ y«» 

80 ist 

r = yp* — 2p(aco8co-j-/?sincocoSi^-j-ys^®^^'*^) + ^^+/^"f y^> 
und für unendlich grofse Werthe von p wird 

r = ^ — acosQi — ßAntowkS- — ^^sincosin^, 

indem wir die weiteren Glieder vernachlässigen, welche ff im Nenner ent- 
halten und deshalb unendlich klein werden. Danach wurd nun der Werlh 

von V, wenn wir nur die Glieder von der Ordnung — beibehalten, 
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(8",) !Fsas <^08( g— ^^ 2:{Aa cos [Ar (a^ cos co-f-y^aSina) cosd^-f y« ^^"^ ^^^^) ~ffü}\ 

+ -^-^-^^^^^^-^'^^ -^'{ila sin [k (a^ cos tt>-|-/?a sinai cosö^-f /a slnw sind*) — ^J}. 

Die beiden Summen in diesem Aasdruck sind von (f unabhängig, dagegen 
Functionen von (o und &. Wir können also scbliefslich fOr unendlich grofse 
Werlhe yon ff T auf die Form bringen : 

/g*.) y = q^ cos[<rg— 2^>if+c] 

wo % und c Functionen von (o und & sind. 

Dieselbe Betrachtung lAfst sich auch anwenden, wenn in der Nähe der 
Schall erregenden Funkle begrenzte feste Körper vorhanden sind in endlicher 
Entfernung vom Anfangspunkte der Coordinaten, insofern man an der Ober- 
fläche dieser Körper periodisch wirkende Kräfte annehmen kann, welche die 
Bewegung der Lufltheilchen senkrecht gegen ihre Oberfläche zu vernichten 
im Stande sind. Ist der Raum durch irgend eine unendlich ausgedehnte 
Fläche nach einer Richtung begrenzt, so ist diese Betrachtung nicht unmittel- 
bar anwendbar, weil man dann periodisch wirkende Kräfte an dieser Fläche 
bis in unendliche Entfernung hinaus haben wOrde. Wohl aber läfst sich ein- 
fach der Fall behandeln, wo der Raum durch eine unendliche Ebene begrenzt 
ist, die durch den Anfangspunkt der Coordinaten geht. Man braucht sich zu 
den Erregungspunkten nur noch ihre Spiegelbilder hinter der Ebene hinzu zu 
denken, von beiden zusammen das Geschwindigkeitspotential zu nehmen, so 

erfüllt dies die Bedingung, dafs an der Ebene ~;7-~ = sei, und es lassen 

sich auf ein solches Geschwindigkeitspotential dieselben Betrachtungen an- 
wenden, als wenn nur endliche feste Körper in der Nähe wären. 

Unter diesen Umständen ist also die Grenzbedingung, welche für die 
unendlich entfernten Theile des freien Raumes aufzustellen ist, die, dafs das 
Bewegungspotential W dort die in Gleichung (8^) angegebene Form habe. 

Setzen wir jetzt voraus, dafs V das Geschwindigkeitspotential eines 
Schallwellenzuges sei, der in dem Punkte a erregt wird, in dessen Nachbar- 
schaft sich eine beliebige Anzahl fester begrenzter Körper befinden möge, so 
dafs nur an dieser Stelle V unendlich werde, wie 

jS?i*r2 cos (271/1/) 

sonst Oberall endlich und stetig bleibe, und in der unendlich grofsen Entfernung ^ 

4» 
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von derselben Form wie in Gleichung (8^) sei. Aufserdem möge an der Ober- 

fliehe der festen Körper die Gleichung -j— = stattfinden. Es sei ferner ^ 

das Geschwindigkeitspotential einer Sehallbewegung, die im Punkte b erregt wor- 
den ist, so dafs in unendlich kleiner Entfernung von b 4^ unendlich wird, wie 



cosib*^ 

^6 



cos(2nit/), 



in unendlicher Entfernung ^ dagegen 

<5 vk cos[tg — 2iffi<4-^] 

sei, wo S und b nach verschiedenen Richtungen vom Anfangspunkte der Coor- 
dinaten aus verschiedene Werthe haben; Obrigens mufs ^ wie V flberall 

sonst endlich sein, und an der Oberfläche der festen Körper -^^O. 

Wir wenden nun die Gleichung (7.) auf einen Raum S^ an, der durch 
eine mit dem unendlich grofseo Radius ^ um den Anfangspunkt der Coordinaten 
beschriebene Kugelschaale umschlossen ist, von welchem wir nur ausschliefsen 
alle die Theile, welche durch die festen Körper eingenommen sind. Fär die 
Integration an den Punkten a und b, wo !P und ^ unendlich grofs werden, 
findet dieselbe Betrachtung wie bei Gleichung (7^) statt. Wir erhalten 

(9.) f^^^—f^^^^ = 47r^[Picos(27r»0 — *nCos27r«l], 

wo W^ den Werth von !P im Punkte b, und ^« den von ^ im Punkte a 

bezeichnet. Die Integralion nach d(D ist sowohl ttber die Oberflächen der vor- 

d^ dV 
handenen festen Körper auszudehnen, an denen aber — — s=s-— -=0, so dafs 

diese Theile wegfallen, als auch Ober die Oberfläche der Kugel. Hier wird nun 

Wenn wir nnn bedenken, dafs V ond ^ von der Form sein müssen: 

y = y'cos(2nnO+ V"8m(2nnt), 
4» = *'cos(27iiiO + *"sin(3««/), 
wo V, 4»'f W" and ^" von der Zeit unabhängige Gröfsen sind, so wird 

y* cos (2n n/ ) — *„ cos (2ji nt) 

= i[¥';-*l] + i[!Fi-*l]cos(4n»/) + i[n'-*'-]8'n(4n«/). 

Da nun die Gleichung (9.) fär jeden Werlh von / erfflilt sein mufs, so mofs 



/* 
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eiDseln gleich sein: 

vn- *:; = 0, 

^ aSsinCb — c)ito = 0, 
also auch 

(9«.) ^4= yjcos (27111/ )-|- ?Pi' sin (27111/ )=*: cos (27i»0 + *a sin (2friiO=**a- 
Daraus geht der wichtige Satz hervor : Wenn in einem mit Luft gefällten 
Räume, der theils vofi endlich ausgedehnten festen Körpern begrenzt theits 
unbegrenzt ist, im Punkte a Schallwellen erregt werden, so ist das Ge^ 
scAwindigkeitspotential derselben in einetn zweiten Punkte h ebenso grofs, 
als es in a sein würde, wenn nicht in a, sondern in b Wellen von der- 
selben Intensität erregt würden. Auch ist der Unterschied der Phasen 
des erregenden und erregten Punktes in beiden Fällen gleich. 

Aus der nach der Gleichung (8^) gemachten Bemerkung gehl hervor, 
dafs dasselbe noch gilt, wenn der Raum von einer unendlichen Ebene theil- 
weise begrenzt ist. Ist 4> das Geschwindigkeilspotential von Schallwellen, 
die eine gröfsere Zahl von Erregungspunkten b^^ 6, etc. b^ haben, also von 
der Form 

wo <^^ das Potential der in b^ erregten Schallwellen ist, so wird 

(9*0 S\V,J = X[*».„]. 

In dem Falle, wo die durch W dargestellte Schallbewegung nicht da- 
von herröhrt, dafs ein tönender Punkt a sich im freien Räume befindet, sondern 
dafs an irgend einem Oberfiächenelemente der Begrenzung des Luftraumes, das 

wir mit da bezeichnen wollen, -^ nicht Null, sondern 

-:j-^ = Bcos27rn/ 
an 

ist, so wird aus der Gleichung (9.) 

Dieser Satz kann dazu dienen, um in solchen Fillen^ wo man die 
Schallbewegung der Luft vollständig nur für gewisse besondere Lagen des 
schallerregenden Punktes bestimmen kann, doch wenigstens för alle anderen 
Lagen eines oder beliebig vieler schallerregender Punkte die Erregung in 
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jenen ersten Stellen des Raumes za bestimmen. Namentlich ist der Satz 
wichtig, wenn man die Schallbewegung für eine jede entfernte Lage des 
tönenden Punktes bestimmen kann, weil man dann rückwärts auch fär jede 
andere Lage des tönenden Punktes die Fernwirkung bestimmen kann, auf die 
es bei den akustischen Versuchen meistens allein ankommt. 

§. 6. 

Wir gehen nun zu unserer eigentlichen Aufgabe aber, die Bewegung 
der Luft am offenen Ende einer cylindrischen Röhre zu bestimmen, wenn im 
Innern der Röhre durch irgend eine Ursache ebene Wellen, die einem ein- 
fachen Tone von n Schwingungen in der Secunde entsprechen, zu Stande 
gekommen sind, und sich die Bewegung durch die Möndung der Röhre der 
äufseren Luft mittheilt, welche übrigens zunächst durch keine anderen Schall 
erregenden Kräfte afficirt sein möge. 

Die Form der Röhre sei im Allgemeinen cylindrisch von beliebigem 
Querschnitte; nur in geringer Entfernung von der Mündung möge dieselbe 
von der cylindrischen Form abweichen dürfen. Wir schliefsen alsa Röhren 
mit trompetenförmigen oder halb gedeckten Mündungen in unsere Untersuchung 
ein. Uebrigens setzen wir voraus, dafs sowohl die Dimensionen der Oeffnung, 
wie auch die Länge des nicht cylindrischen Theils der Röhre gegen die 
Wellenlänge verschwindend klein seien. Den äufseren Raum denken wir uns 
der Einfachheit wegen nach einer Seite begrenzt durch eine unendliche Ebene, 
welche senkrecht gegen den cylindrischen Theil der Röhrenwand gerichtet ist, 
und in welcher die Röhrenmündung selbst liegt. Diese Ebene sei die yz-- 
Ebene, die Röhre befinde sich auf Seite der negativen x, deren Axe im In- 
nern der Röhre liegen und dem cylindrischen Theile ihrer Wand parallel sein 
soll. Auf Seite der positiven x sei der Luftraum unbegrenzt. Nach der ge- 
machten Annahme betrachten wir ky und kz als verschwindend klein gegen 
1^ wenn y und z Coordinaten eines Punktes der Röhrenmündung sind, und 
ebenso kx, wenn x einem Punkte des nicht cylindrischen Theils der Röhren- 
wand angehört. 

Unsere Voraussetzungen über die Natur der Bewegung, welche wir 
untersuchen wollen, drücken sich nun in folgenden Gleichungen aus. Erstens 
nehmen wir an, dafs irgendwo in der Röhre sich ein Abschnitt befinde, 
zwischen welchem und der Mündung keine äufseren Kräfte auf die Luftmasse 
einwirken, und in welchem das Geschwindigkeitspotential V unendlich wenig 
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verschieden sei von der Form 
W = (-psinÄ^F-f ÄcosAa?)cos(2;iii/)-f (-psinA:a?-f 53co8Äa?)sin(27iii/). 

Dies ist die allgemeinste Form, weiche ebene Wellen, die einem einfachen 
Tone von n Schwingungen angehören, haben können. Zur weiteren Verein- 
fachung wollen wir gleich den Anfang der Zeit t so festsetzen, was offenbar 
immer möglich ist, dafs 31 = wird, und somit W in dem besagten Abschnitte 
der Röhre die Form erhält: 

(10.) !P = (-j.sinÄJ?4-ÄcosArj7)cos(2:7Tfi/)-|-S5cosA:a?sln(27i»/). 

Auf Seite der positiven x denke man sich zwei halbe Kugelflächen von sehr 
grofsem Radius conslruirt, deren Mittelpunkt im Anfangspunkte der Coordinaten 
liegt. Zwischen beiden soll V die Form kugeliger Wellen haben, die in den 
unendlichen Raum hinauslaufen, nämlich, wenn wir wie früher die Entfernung 
vom Anfang der Coordinaten mit p bezeichnen, 

WO Ud und My unabhängig von ^, aber möglicher Weise abhängig von den 
Winkeln sind, die q mit den Coordinatenaxen bildet. 

Jenseits der äufseren jener beiden Kugelflächen mag noch ein Raum 
liegen, wo die Schallbewegung erst beginnt, aber zwischen der Region der 
ebenen Wellen in der Röhre, deren Bewegung in der Gleichung (10.) gegeben 
ist, und der Region der Kugelwellen von der Form (10^) soll die Stärke 
und Phase der Luftschwingungen stationär geworden sein, also !P hier Qberall 
von der Form sein: 

(10^) y = y' cos (271 nt) + W" sin {2n nt), 

worin W und V*' Functionen der Coordinaten, aber unabhängig von der 
Zeit sind und in diesem ganzen Theile des Luftraumes die Bedingung erfflUen : 

(3^) = A' !F+ V y. 

Endlich mufs noch längs der ganzen Wand der Röhre und an dem Theile der 
ysr- Ebene, welcher nicht von der Röhrenmflndung eingenommen ist, sein: 

Wir wollen nun die Beziehungen zwischen den Coefficienten A, B, S, M 
and Ml der Gleichungen (10.) und (lO'O mittelst des erweiterten Crr^^nschen 
Theorems aufsuchen. 
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Die erste Anwendung der Gleichnng (7.) machen wir auf den inneren 
Raum der Röhre , dieser von der Ebene der Mündung bis zu einer damit 
parallelen Ebene genommen, welche in der Region der ebenen Wellen liegt. 
Die Function ^ der Gleichung (7.) setzen wir hier: 

^ = eoskx. 

Da sowohl ^ wie !P die Gleichung (3^.) erffillen innerhalb des hier betrach- 
teten Raumes, so reducirt sich Gleichung (7.) auf 

Nun ist -^ nur an der Mündung und in dem Querschnitte der Röhre von Null 
verschieden, dort ist es gleich — -^, hier gleich -^-gr-* Es wird also 



*-:r— Ao = —eos27int/-:M — ^ — sin27in//— ^ — d(o 
dn J dx J dx 

•f (? (ii cos Aror — Bk sin kx) cos kx cos (27i nf) — Q^k sin kx cos kx sin (27i n/}. 

— d^ 

Durch den Horizontalstrich !P oder -r— sollen hier und fortan die Werthe 

dx 

bezeichnet werden, weiche die betreffenden Functionen in der Ebene der 
Röhrenmündung haben. Mit Q ist die Gröfse des Querschnitts des cylindri- 

sehen Theils der Röhre bezeichnet. Dagegen ist -^ am cylindrischen Theile 

der Röhrenwand und in der Oeffnung der Röhre gleich Null. Von Null ver- 
schieden ist es nur in dem Querschnitte der Röhre, wo es den Wertb — kmJix 
hat, und in dem nicht cylindrischen Theile der Röhrenwand. Nennt man den 
Winkel, den die nach innen gerichtete Normale der Röhrenwand mit den po- 
sitiven x bildel, ß, so ist, da -^ = -^ = 0, 

— .=s=:cos/?-^= — ArsinAuTcosp. 
Wir haben also 

Jv-^dto s=z — Q{A sin kx'\' kB coekx)sin kx cos (27t nt) 

— QklB cos kx sin kx sin {2n nl) 

4- kcos{2nnt)fVs\nkxcosßdü} 
+ Äsin(27iii0 /V"sin kx cos ß im. 
Wenn man diese Werthe der Integrale in die Gleichung (7\) einführt ^ und 
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einzeln die mit cos(27eii/) und die mit s\n{27tnt) muitiplicirten Glieder gleich 
Null setzt, so erhält man 

(110 ^Q =- J^-^ da) -{• kjv' sin kx cos ß dw, 

(11^) =J^^d(V'\^kJw"3\nkxcosßä(v. 

In beiden Gleichungen ist das erste Integral über die ganze Oeffnung der 
Röhre zu nehmen, das zweite über die Wand der Röhre, doch wollen wir 
gleich bemerken, dafs an allen Stellen, wo cos/9 von Null verschieden ist, kx 
nach unserer Annahme eine verschwindend kleine Gröfse wird. In rein cy- 
lindriscben Röhren mit ganz offener oder theilweis gedeckter Mündung fallen 
diese letzteren Integrale ganz weg. 



Die zweite Anwendung des Theorems (7.) machen wir auf den freien 
Raum auf Seite der positiven x, der einerseits begrenzt gedacht wird durch 
die yis^ -Ebene, andererseits durch eine um den Anfangspunkt der Coordinaten 
als Mittelpunkt construirte halbe Kugeifläche, welche in die Region der kuge- 
ligen Wellen fällt. Innerhalb dieses Raumes liege der Punkt, dessen Coor- 
dinaten a, ß, y sind. Die Entfernung des Punktes x^ y, z von ihm sei r^, 
während r^^ die Entfernung von dem Punkte sei, dessen Coordinaten — a, 
ß, y sind, und der aufserhalb des hier betrachteten Raumes liegt. Die Function 
4^ der Gleichung (7.) setzen wir 

^ , cos(Jlfr| — 2nni) ■ . cos (Arn — ^nni) 

Indem wir nun die Gleichung (7.) anwenden mit Beachtung des in (7^) be- 
rücksichtigten Umstandes der Unstetigkeit von ^ im Punkte a, ß, y, erhal- 
ten wir: 

(ll^) Jw^dva-f^^^dio = 27icos{27int)V,, 

wo W^ den Werth von V im Punkte a, ß, y bezeichnet. 

Wie im Falle der Gleichung (9.) wird die Gröfse *-t — r- ^-j— an 

der weit entfernten Kugelfläche eine von der Zeit unabhängige Gröfse, ebenso 
natürlich auch das Integral dieser Gröfse über die Kugelfläche, welches wir 

mit a bezeichnen wollen. An der yz --Ebene dagegen ist -^ überall gleich 

dV dW 

Null, ebenso -^ überall mit Ausnahme der Oeffhung, wo es gleich -t- ist; 

Joanial fOr Mathematik Bd. LVII« Heft 1. 5 
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4^ aber bekomnt deo Werth 

-^ cos (kr g — 2nni) 

weil an der ^-x- Ebene r^ = r^ isL So erhalten wir die Gleichong 

Setzen wir diid nach CHeidmiig (10^.) 

(10*.) W = y'cos(2jiiil)+ V"sin(2nni), 

so können wir in der Gleichung (11^), welche fär alle Werthe von / erffilll 
sein mnfs, die Quadrate ond Prodacte Ton eos(2niU) nnd sin(2jiff/) durch 
cos(4jiii/} und sin(4jiit/) ausdrücken und dann einzeln gleich Null setzen: 
1) die Glieder, weiche nach der Zeit constant sind, 2) die Glieder, welche 
mit cos (4.^11/) multiplidrt sind und 3) die mit sin (4^1 n/) multiplicirten , und 
erhalten dadurch folgende drei Gleichungen: 

Die Integrationen sind Ober die Oeffnung der Röhre auszudehnen. Dnrch 
die beiden letzten Gleichungen ist der Werth der Functionen 9^ und V^ fOr 
alle Punkte des Raumes auf Seite der positiven x gegeben, wenn die Werthe 

von -^ — nnd -^ — in der Oeffnung der Röhre bekannt sind. Die erste Glei* 

chung folgt aus den beiden anderen mittelst des Theorems (7*^.). Der Werth 
von V^ wird demnach: 

(.1-.) K = _^/^i^*.zJfi^*.+^/^li=ifaz^*.. 

Wenn wir statt der rechtwinkligen Goordinaten Polarcoordinatee eiiH- 
ffihren, nämlich 

a=:ffcosa}, ß=iQsin(oeosd', ^^ t=r p sin co sin ^^ 

so wird in unendlich grofser Entfernung q vom Anfangspunkte der Coordiiiatoft 
mitielst einer ähnlichen Umformung, wie sie in (8".) ausgeffihrt ist, 

nOM y — j| C08(*g— 2nw0 ji sm{lQ—2nm1) 
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wo 

« = ysincocosi^-{-2:sinaisin^, 
und wo die Integrationen über die Oeffnung der Röhre auszudehnen sind. 



Eine dritte Anwendung des erweiterten Cr^^nschen Satzes machen 
wir auf den Raum, welcher zwischen einem Querschnitte der Röhre in der 
Region der ebenen Wellen und einer halben Kugelflache in der Region der 
kugeligen Wellen liegt. FOr die Functionen !P und der Gleichung (7.) 
setzen wir V und S^' und haben wie in (7\) 

(7'.) /r^Ao_/r'^A. = 0. 

dW dW 
Da längs der ganzen festen Wand des Raumes -^ — = -^ — = 0, so ist die 

Integration nur über den Querschnitt der Röhre und die Halbkugel auszu- 
dehnen. Im Querschnitt ist: 

y = 'j'S\nkx-\- Bcoskx, 

r' = »cosÄor, 



dx dx 



An der Kugelflflche ist: 

dg ' dq Q* 

Weon man die Integrale nimmt, wird: 

U 



ä 
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Endlich wenden wir noch das Theorem (7.) auf den inneren Ranm 
der Röhre an von der Ebene der MOndong bis zu einem Querschnitt in der 
Region der ebenen Wellen fflr die Function W und 

* = sinAr^:^ 

er.) /r-^.„-/*^ = 0. 

Am Querschnitte der Röhre wird 

r4?-*^' = kB. 

dx dx 

dV 
An der Wand der Röhre wird -j— = 0, an ihrer Mflndong = 0, so dafs 

das zweite Integral der Gleichung (7\) verschwindet. Im ersten wird an der 
Wand der Röhre: 

— - = k^coskxcosß, 
an der Mändung -j-= — k. Also haben wir: 

(11\) QB^J^Wcoskxcosßdm—J^Wdü} = 0, 

wo das erste Integral über den nicht cylindrischen Theil der Röhrenwand 
auszudehnen ist, so weit cos/9 sich von Null unterscheidet, das zweite über 
die Oeffnung der Röhre. 



Wir haben jetzt in den Gleichungen (11.), (H".), (H^O^ (H^O^ 
(IK.)? (11^0 die Werthe der Coefficienten Ä, B, S, M, M^ und der 
Functionen W* und W*' im freien Räume zuräckgefährt auf Integrale, in denen 
nur die Werthe vorkommen, welche W*, V und ihre Differentialquotienten 
theils in der Mündung der Röhre selbst, theils an dem nicht cylindrischen 
Theile ihrer Wand haben. Wir wollen jetzt die Vereinfachungen dieser Aus- 
drücke einführen, welche daraus herfliefsen, dafs die Dimensionen der Mfln«» 
düng und die LSnge des nicht cylindrischen Theiles der Röhre unserer Annahme 
nach gegen die Wellenlänge verschwindend klein sein sollen. Vernachlfissigen 
wir Gröfsen von der Ordnung ke gegen 1, so nehmen unsere Gleichungen 
(11.), (11^) und (11^.) folgende Gestalt an 



(12.) ^(?=/^rf«>, 
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(12«.) = f*^ dm -{-k^fw'x tos ß dm, 

(12*.) M^-^f^dm^-^AQ. 
Fflr den Werlh von Mi ist sä bemerken, dafs das von k anabbftngige Glied 

-^ — d(o nach (ll^) selbst eine verschwindend kleine Gröfse ist, 

-^ — advo der 

Null gleich gemacht werden kann, wenn man den Anfangspunkt der Coor- 
dinaten, aber den bisher nur bestimmt ist, dafs er in der Oeffnung der Röhre 
liegen solle, in den Schwerpunkt einer Masse verlegt, welche mit der Dich- 

tigkeit -j — Aber die Flfiche der Oeffnung verbreitet ist, also reducirt sich der 
Werth von üfi auf verschwindend kleine Gröfsen, nfimlich 

(12-0 Jf. = ^fW'xcosßdm + ^f^^dm. 

Wir werden also üfi gegen M yernachlSssigen und letzteres als unabhängig 
von den Winkeln co und & betrachten dflrfen, also aus (ll'>) erbalten 

ASdQ = -'2nkjM\ 

oder mit Berflcksicbtigung von 

(12*0 ^Q = — 27iilf, 

(12".) 8 = Arif=~Ajft 

endlich 

(12^) QB = yV' dio -yV' cosßdfü. 

Da nun äbrigens nach (11^) in der Ebene der Mändung mit YernachlAssigung 
kleiner Gröfsen 

W = — — f^±i 
%fiJ dx r 

und 

(.3.., «^-^/^.„=_^^ft 

so sind M oder AQ und € !P' Gröfsen von gleicher Ordnung. Nun können 
wir die Gleichung (12^) schreiben 

QB = ±ffv'dyAz, 
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wo die Integration aber alle Werthe von z nnd y auszudehnen ist, welche 
der Oeffnnng nnd Wand der Röhre angehören, nnd das -{- Zeichen sowohl 
an der OefFnnng als an denjenigen Theilen der Wand zn nehmen ist, deren 
Normale mit den negativen x einen spitzen Winkel bildet, das — Zeichen 
an den Theilen, deren Normale mit den positiven x einen spitzen Winkel 
bildet. QB ist also gleich den Werthen von W in der Nähe der Oeffnnng 
integrirt Aber eine Fläche von der Gröfse Q, also ist B von der Gröfsen- 

Ordnung V oder — ^ • Wenn also der Querschnitt der Röhre von derselben 

c 

Ordnung kleiner Gröfsen wie die Oeffnnng, d, h. von der Ordnung c^ ist, ist 
B von der Ordnung Ae. Genauer läfst sich bei der Aligemeinheit unserer 

Annahmen das Verhältnifs --jr nicht bestimmen. Wir werden später bei den 

Beispielen sehen, dafs es von der Form der Mflndung abhängt, von welcher 

wir das Verhältnifs -j- unabhängig gefunden haben, und dafs es nicht merklich- 

von dem Werthe von k abhängt, so lange der Querschnitt der Röhre und 
die Länge des nicht cylindrischen Theiles als verschwindend gegen die Wellen- 
länge zu betrachten sind. Ist Qbrigens die Oeffnnng der Röhre sehr klein gegen 

den Querschnitt, so kann --r- jeden beliebigen gröfseren Werth erreichen. 



Innerhalb der tieferen Theile der Röhre ist also, wenn wir setzen 

(12^0 ^ = —tang Ar«, 

(12^.) V = j^^—^sink{x — a)cQs{2nnt)'-^'^^ 

und daza gehört die Bewegung in den entfernten Stellen des freien Raumes, 
indem wir M^ gegen UH vernachlässigen, 

ri2^ 1 «p = _ :£2 cos(kQ~2nni) 

in welchen beiden Gleichungen A eine willkflhrliche Constanle ist, und a fflr 
jede besondere Röhrenform besonders bestimmt werden mufs. 

Die Natur des hier behandelten Problems wird noch klarer, wenn man 
auf den Grenzfall flbergebt, wo k=0 wird. Dann werden die beiden Functio- 
nen W nnd V" von einander unabhängig, und es entstehen aus unserem 
Problem folgende zwei Aufgaben: 
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1) Es ist eine Function V zu suchen, welche in dem ganzen be- 
trachteten Räume der Bedingung genügt, dafs 

W' = 0, 

welche fflr grofse negative x übergeht in Äx-^-B, für grofse positive in 

— 5-^, und fflr die längs der ganzen festen Wand -^=0 ist. Es ist dies 

mathematisch dieselbe Aufgabe, als hätten wir einen homogenen electrischen 
Leiter von der Gestalt unseres Luftraumes, welchen ein electrischer Strom von 
bestimmter Intensität QAQ, wenn das Leitungs vermögen des Stoffes gleich 1 
ist) durchfliefst, der aus dem cylindrischen Theile in den unendlichen Raum 
übergeht. Wir nennen bekanntlich den Leitungswiderstand zweier Leiter 
gleich, wenn bei gleicher Intensität des Stromes ihre Endflächen Flächen con- 
stauten Potentials sind und dieselbe Differenz des Potentials zeigen. Nun ist 
in irgend einem Querschnitte des cylindrischen Theiles die Potentialfunction 
Ax'\'B für unendliche Entfernung im freien Räume Null. Denken wir uns 
dagegen den cylindrischen Leiter cylindrisch fortgesetzt und überall die Po- 

tentialfunction gleich Ax-^-B, so wird sie Null, wenn x= — — = a. Es ist 

also — (x — a) die Länge eines cylindrischen Leiters von demselben Material, 
welcher denselben electrischen Widerstand bietet wie der Leiter von Gestalt 
unseres Luftraumes, gerechnet von einem Querschnitt des cylindrischen Theiles 
in der Entfernung — x von der Mündung bis in unendliche Entfernung im 
freien Räume. Nach der in der Electricitätslehre gebräuchlichen Terminologie 
würde also — {x — a) die reducirte Länge jenes Leiters genannt werden 
können, und wir wollen dieselbe Benennung auch hier brauchen. Die Con- 
staute B oder a verschwindet also nicht mit k zugleich, obgleich andererseits 
einzusehen ist, dafs sie meistens nicht grofs sein kann, da der Widerstand 
unendlich ausgedehnter Leiter, wie der der Erde, immer sehr klein ist ver- 
glichen mit dem Widerstände cylindrischer Leiter von demselben Material, aus 
denen die Electricität in den unendlichen Leiter ausströmt, und es folgt auch 
weiter aus den bekannten Theoremen über Electricitätsleitung, dafs a desto 
gröfser werden mufs, je enger die Mündung der Röhre gemacht wird, was 
sich auch in den akustischen Versuchen durch die Veränderung des Tons der 
Röhren zeigt, dessen Abhängigkeit vom Werthe von a wir unten feststellen 
werden. 

Wenn die Oeffnung sehr klein und kreisförmig ist, während die den 
Cylinder schliefsende Wand in ihrer Nähe nahehin eben ist, läfst. sich anneh- 
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men, dafs der Widerstand hauptsächlich Dur von den dicht bei der Oeffnung 
gelegenen Theilen herrührt, wo die Bahn der Strömung am engsten ist. Der 
Widerstand einer kreisförmigen OefFnnng vom Radius JR in einer isolirenden 
Ebene, welche zwei unendlich ausgedehnte Leiter von einander trennt, ist 
aber ausgedrQckt durch die Lange / eines Cylinders vom Querschnitt Q: 

(12') / = 4, 
und dies würde in diesem Falle auch der Werth von ;- sein. 

A 

3) Es ist eine Function -t* !F" zu suchen, welche im ganzen betrach- 
teten Räume der Bedingung genügt, dafs VW" = 0^ welche für grofse Ent- 
fernungen von der Mündung sowohl auf Seite der negativen wie der positi- 
ven X wird: 

und längs der ganzen festen Wand des Luftraumes -j- = 0. Offenbar ist 

unter diesen Umstünden W im ganzen Räume constant. Hierbei wird dann 
ersichtlich, dafs in der Oeffnung nicht blos, wie wir schon gesehen, die Gröfse 

^ — d(o, sondern auch -^ — selbst mit k zugleich verschwindet. 



/ 



§7. 

Die bisher gewonnenen Satze lassen nun eine Reihe allgemeiner Fol- 
gerungen ziehen nicht blos über die Lage der Schwingungs-Minima und Maxima 
(Knoten und Bauche der Schwingungen) und die davon abhängende Höhe der 
natürlichen Töne der Röhre, die wir als Töne stärkster Resonanz cha- 
racterisiren können, welche Aufgaben schon die bisherigen Theorien mehr 
oder weniger genügend behandelt haben, sondern sie geben uns für eine Reihe 
besonderer Erregungsweisen der Töne auch bestimmte Auskunft über die 
Stärke und Phasen der in der Röhre erregten Schwingungen. 

Die Geschwindigkeit der Luftfheilchen ist aus (12^) berechnet 

(13.) -^ = — T^ cos Ä (07 — a) cos (27rn/)-f -s-^ sin Äd? sin (27111/ ) 
oder 
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-T— = J'cos(27rii<-f t), 
wenn 



ik'OsinArxcos&a 

Die Wertbe von x, fQr welche «7^ ein Maximum oder Minimum wird, werden 
gefunden durch die Gleichung 

(1 3*0 tang 2k (x — a) = / .40« T * 

2n\i — ^^cos'ka) 

Wenn Xo ein Werth ist, der fOr x gesetzt diese Gleichung erfüllt, so wird 
sie auch erfflllt durch 

worin a eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bezeichnet. Die 
Maxima und Minima der Schwingung liegen also in der Röhre um Viertel-^ 
Wellenlängen von einander entfernt Sie liegen aber nicht nothwendig um 
ein genaues Vielfache einer Viertelwellenlfinge von der Oeffnung der Röhre 
entfernt. Wenn, wie wir im Folgenden immer annehmen wollen, k^Q eine 
unendlich kleine Gröfse ist, so wird mit Vernachlässigung der kleinen Gröfsen 
zweiter Ordnung die Gleichung (13^): 

tang2A:(j?— a) = 0. 

Dann wird «7^ ein Maximum «7/, wenn 

k{x — a) = a7r, also cosAr(j: — a) = ± 1, 

' cos^ka ' 

und J'^ wird ein Minimum J^, wenn 

ifc(ar — a) = (a-f i)^i also cosÄ(ar — a)==0. 

Denken wir uns die ebenen Wellen bis zur Mflndung der Röhre fortgesetzt, so wflrde 
in der kleinen Entfernung a vor der Oeffnung ein Maximum der Schwingung lie- 
gen. Denken wir uns die Entfernungen der Querschnitte der Röhre von diesem 
um die Lange a vor der Oeffnung in der Axe der Röhre gelegenen Punkte ge- 

Jottnud Ol Mathenuitik Bd. LVII. Heft 1. 6 
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zählt und nennen diese Entfernungen äie redudrten Längen des betreffenden 
Röhrenstocks, so erhalten wir Maxima der Schtmngung überall, wo die re^ 
ducirte Länge gleich einem geraden Vielfachen der Viertelwellenlänge 
und Minima der Schwingung (Knotenflächen), wo die redudrte Länge der 
Röhre einem ungeraden Vielfachen der Viertelwellenlänge gleich ist. In 
den Knotenflächen herrscht aber nicht absolute Ruhe, sondern die Bewegung 
wird nur sehr klein. 

Am Orte der Maxima der Schwingung wird tangr gleich einer unendlich 
kleinen Gröfse, also r^^an, am Orte der Minima wird tangz = oo, also 
r == (a-f ^):7r, folglich sind die Phasen der Bewegung am Orte der Maxima 
und Minima um eine Viertelschwingungsdauer verschieden. 

Nach Gleichung (1^.) ist die Verdichtung der Luft, wo keine äufseren 
Kräfte wirken, 

also in unserem Falle: 

(14.) i) = j—smk(x — a) 3in{2nnt) -{- -5— ^cosÄa?cos(2:^n/) 

oder : 

^ = Lsin(27rii<-f tJ, 

wenn 



A ^/8in*k(x—a) . k^Q^cos^kx 



(14-.) ( L = ^ >"'*(f-«) .^- . , 

^ ^ l a f cos'Äa ' 4n* ' 

k^Q coskx cos ka 

^ ' 2^sinA(jr — a) 

Die Bedingungsgleichung, welche die Werthe von x giebt, für welche L'^ ein 
Maximum oder Minimum wird, ist dieselbe wie C13\), welche oben för die 
Grenzwerthe von J^ aufgestellt ist, aber wo letzteres ein Maximum Ist, wird 
L^ ein Minimum, und umgekehrt. Wo L ein Maximum, wird tangT^=:0 (oder 
vielmehr gleich einer verschwindend kleinen Gröfse), also: 

t i A • ,0 ^N dV , Ak^Ocoska . ,^ 

f> = ± r— Sin(27lll09 -7— = ± ^ 8lB(27ltU). 

^ aco%ka v /' dx 2n ^ ^' 

wo L^ ein Minimum ist, wird tangT^ = oc, 

t , Ak*Qcoska .^ ^\ dV , A ,0 ^v 

^ = ± — ^ cos(2nnt)^ -7— = + — r- cos(2:^n/). 

An diesen Stellen also fällt das Maximum der Verdichtung mit dem Maximum 
der Geschwindigkeit in der Zeit zusammen, nicht aber an den zwischenliegen- 
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den Stellen. Denn wo weder smk{x — a) noch cosA:(x — d) der Null nahe 
sind, sind sowohl tangr als tangr^ sehr kleine Gröfsen, und es wird also 
nahehin 

f> = Lsin(27tn/), -^ = Jcos(27iii/), 

so dafs hier die Maxime des Dnickes und der Geschwindigkeit nahehin um 
eine Viertel -Undulationszeit auseinanderfallen. 

Denkt man sich die ebenen Wellen bis zur Oeffnung der Röhre, wo 
x = 0^ fortgesetzt, so wird dort tangr=:0, dagegen 

tangr^ = ö^cotang Ära. 

Nun ist im Allgemeinen tangAra eine kleine Gröfse erster Ordnung, k^Q eine 
solche zweiter Ordnung, also tangr^ sehr klein und r^ nahe an Null. Aber es 
kann auch für besondere Röhrenformen a = werden, dann würde r^ = \n. 
Im ersleren Falle würden in der Oeffnung die Maxima der Geschwindigkeit 
und der Verdichtung um eine Viertelundulation der Zeit nach aus einander 
liegen, im zweiten Falle zusammenfallen. Poissons Voraussetzung, dafs die 
Verdichtung in der Oeffnung gleich der Geschwindigkeit mulliplicirt mit einer 
sehr kleinen Constanten sei, ist also nur in einem besonderen Falle richtige 
den er allerdings als den allgemeinen betrachtete. Auch in diesem Falle ist 
sie übrigens nur richtig, wenn man sich erlaubt, die ebenen W^ellen bis zur 
Mündung der Röhre fortgesetzt zu denken, aber nicht, wenn man die wirklich 
in der Oeffnung stattfindenden mittleren Werthe der Geschwindigkeit und Ver- 
dichtung nimmt. 

Was die Lage der einzelnen Wellenphasen in einem gegebenen Augen- 
blieke betrifft, so finden wir die Lage der Geschwindigkeitsmaxima in der 

Region der ebenen Wellen, indem wir -j-ps=0 setzen, oder auch !F=0, 
da hier ^•^•k'V^O. Abo: 

= -^cos(2:7inl)sin*a?4-[Bcos(27ifil)4-8sin(27in<)]cosArar; 
daraus folgt als Bedingung (s. (12^.) und (12^.)3 

(14*.) lang Ära? = tangfta + -^tang(2nn<). 

Wenn < = 0, wird 

tangA^ = tangArix^ 

die Maxima der Geschwindigkeit liegen dann, wo — (or— a) = oX^ die Minima, 
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wo — (a? — a) = (a-f-i)^- Wenn nun t wächst, so bleibt, weil k^Q eine 
verschwindend kleine Gröfse ist, doch immer noch \BVLgkx unmerklich wenig 
verschieden von tangAa^ also die Lage der Maxime und Minima unverändert, 
so lange tang(27rit/) endliche Werthe hat. Wenn aber / sich dem Werthe 
einer Viertel- Seh wingungsdaner nähert, wird auch tangArx gleichzeitig mit 
tang(37rn/) erst -f ^9 ^^^^ — ^9 ^^^^ aber, so wie tang(2:^n<) endliche 
negative Werthe erreicht hat, wird tangA::r wieder gleich tangAra^ und so 
bleibt es wieder während beinahe einer halben Schvdngnngsdauer stationär, 
so lange tang(27rit/) endlich bleibt. So oft nun tangAro? vom Werthe tangAra 
auf -f 00 wächst, dann von — oc durch die negativen Werthe bis und wie- 
der auf tangA:a Obergeht, mufs kx um n wachsen und x selbst um ^A. So 
wird also ein Maximum, welches zur Zeit f = da liegt, wo die reducirte 

Länge ak beträgt, um die Zeit ' = 4-- schnell fibergehen auf die reducirte 

3 
Länge (a — ^)l, hier beinahe stillstehen bis 1=^—^ dann schnell fortschrei- 
ten auf (a — 1)A u. s. w. 

Im freien Räume dagegen bewegen sich die Maxime der Geschwindig- 
keit mit der gleichmäfsigen Fortpflanzungsgeschvnndigkeit a vorwärts. In 
den entfernteren Theilen des freien Raumes liegen sie zur Zeit / = 0, wo 
^ = (S-f i)^. Der Abstand zweier Mexime der Geschwindigkeit, von denen 
eines im freien Räume in der o^-Axe, das andere in der Röhre gelegen ist, 

zur Zeil < = ist (a-|-b-j-^)A— a. De bis zur Zeit t=^^ des Meximum in 
der Röhre fest genz still steht, des im freien Reume um \l fortschreitet, so 
wächst die Entfernung beider Maxime bis euf nehehin (a-j-^-f i)^ — ^^ ff^ht 
denn ziemlich schnell zurflck euf (a-j-B)^ — et, um während der nächsten helben 
Schwingungsdeuer wieder euf (a-f B-fD^ — ^ ^^ steigen, und bewegt sich 
so immer zwischen den genennten Grenzen. 

Mit der Verdichtung verhält es sich ähnlich. Ihre Meximelwerthe wer- 
den gegeben durch die Gleichung: 

(14*^.) cotengA»? = —tangka-^'l^QeoXgiJinni). 

Zur Zeit ' = 4- ist cotg(27rit<) = 0, und die Mexime der Verdichtung lie- 
gen, wo die reducirte Länge der Röhre (a — ^)il beträgt. Diese Lage be- 
halten sie euch unverändert bis nehehin < = j-, wo cotg(27iit/) unendlich 
grofs wird. Denn rflcken sie schnell vorwärts bis (a — i)X. In den entfern- 
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leren Theilen des freien Raumes liegen sie, wenn '=j-9 da, wo (>=(B-f i)^* 
Ihr Abstand von denen in der Röhre beträgt also dann (a-f B-f|^)A — a, 
wächst allmälig anf (a-f^-f i)^ — ^> ^'°^' schnell auf (a-f 6)A — a^ wächst 
dann wieder allmälig u. s. w. Sowohl die Maxima des Druckes wie der Ge- 
schwindigkeit haben ihren gröfsten Werth in der Röhre, wenn sie stillstehen, 
ihren kleinsten, wenn sie vorwärts eilen. Uebrigens eilen die Maxime der Ge- 
schwindigkeit vorwärts zu den Zeiten und an den Orten, wo die des Druckes 
stillstehen, und umgekehrt. 

Stärke der Resonanz in der Röhre. Denkt man sich die Röhre 
nur bis ar= — / reichend und ihr Ende im Bereiche der ebenen Wellen ge- 
legen, so kann die Erschütterung der Luft in der Röhre entweder an diesem 
Ende mitgetheilt werden oder von der vorderen Oeffnung der Röhre her, 
indem ein Schallwellenzug gegen die Mändnng der Röhre schlägt. Was zu- 
nächst den ersten Fall betrifft, so kann nach Feststellung der Form der ebenen 
Wellen leicht der Fall behandelt werden, wo die Röhre durch irgend eine 
Platte von beliebiger Masse geschlossen ist, welche durch irgend eine elastische 
Kraft (z. B. einer Aber die Mündung der Röhre ausgespannten Membran) in 
ihrer Lage gehalten und durch eine beliebige periodisch wirkende Kraft in 
Erschätterung versetzt wird. Es läfst sich dann fflr jede Röhrenform und 
Tonhöhe, für welche der Werth der Constanten a bekannt ist, sowohl die Form 
der ebenen Wellen als der Kugelwellen in den entfernteren Theilen des freien 
Raumes vollständig angeben. Hier genüge es, nur kurz den Fall zu erwäh- 
nen, wo eine Bewegung von bestimmter Geschwindigkeit mitgetheilt wird, der 
also practisch etwa dem Falle entspricht, wo eine Stimmgabel die Schlufsplatte 
der Röhre erschüttert. 

Die Geschwindigkeit der der Schlufsplatte mitgetheilten Bewegung sei 

Gcos{27lnt'\'r^^\ 

wo wir unter r^^ eine willkürliche Constante verstehen, mittelst deren wir den 
Anfang von t passend bestimmen. Dann mufs sein für x^= — / 

y- = J cos (27111/ -j-'«^) = ffco8(2jinl-f T^J, 
also 

(15.) C = J = Ai^^+'-^^'U. 
(15-0 ,.^.„ = u.,. = .^=^. 
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Das Geschwindigkeitspotential in den ferneren Tbeilen des freien Raumes ist 

^ __ jj^ cos{kQ—2nnt) 

9 ^ 

wo 

(18'.) «=-#• 

Es läfst sich also A und M aas G und / bestimmen. A, das Schwingungs- 
maximnm in der Röhre, und ebenso M, die Intensität der Kugel wellen im 
freien Räume, wird bei constantem G, also bei constanter Bewegung der 
Schlufsplatte der Röhre, am gröfsten, wenn der Factor von A in (15.) am 
kleinsten ist, d. h. wenn 

cosÄ(/-f a) = 0, Ä(/+a) = (a-fi)7i. 
Dann ist 

4 — 2^ ß _ _ü__#? 

^ ~ k^Qcoska ^ ~ 2h0co8ka ^' 

cos ktt ' 

T = ( — l)*i«. 

Die stärkste Resonanz der Röhre und der stärkste Sehall hn freien 
Räume findet also statt, wenn die Bewegung der Luß am Orte einer 
Knotenfiäche mitgetheilt wird. Die Stärke der Schallwellen wird dabei 
sehr grofs, aber keinesweges unendlich. Denn damit der im Nenner der 
Werthe von A und M stehende cosArct Null werde, mafste die Flache der 
OeShung gleich Null werden. Dabei zeigt sich zugleich, dafs die Resonanz 
sowohl in der Röhre als auch im freien Räume desto mächtiger wird, je 
enger die Oeffnung der Röhre ist. Wenn wie gewöhnlich ka klein ist^ kann 
oos Ära = 1 gesetzt werden. Dann ist die Wirkung im freien Räume tut- 
abhängig von der Form der Röhre. Die Vibrationen der Schwingungs- 
maxima in der Röhre und der um ganze Wellenlängen von der Oefffmng 
entfernten Wellen im freien Räume unterscheiden sich dabei von denen 
der mitgetheilten Bewegung um eine Viertel ^ündulation. 

Das Minimum der Resonanz tritt ein, wenn der Factor von A im 
Werthe von G in (15.) sein Maximum erreicht, d. h. wenn 

cosA:(/-f «)=1^ Ä(/-f-«) = a7i/ 
dann wird mit Weglassung kleiner Gröfsen 

Gcoska=i A, T=:an, ilfasai^— . 
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Die Wirkung im freien Räume ist also, je nach dem Wertbe von a, gleich 
oder kleiner, als wenn gar keine Röhre vorhanden wäre, und die erschfllterte 
Schlufspiatte der Röhre einen Theil der übrigens festen y^r- Ebene bildete. 

Die grofse Verschiedenheit der Schallstärke in der Luft bei gleicher 
Excursions weite der schwingenden Endplatte der Röhre, von der die Wellen 
erregt werden, kann fiberraschen. Sie beruht darauf, dafs, wenn auch die 
Excursion der Schwingungen dieselbe bleibt, doch die Arbeit, die die schwin- 
gende Platte durch die Bewegung der Luft leistet, eine aufserordentlich ver- 
schiedene ist, je nachdem sie gegen verdichtete oder nicht verdichtete Luft 
sich vorwärts bewegen mufs. Bei stärkster Resonanz findet am Ende der 
Röhre auch der stärkste Wechsel von Verdichtung und Verdfinnung statt. 



Gehen wir jetzt über zu dem anderen Falle, wo der Schall im freien 
Räume in gröfserer Entfernung von der Oeffnung der Röhre erregt wird, 
letztere aber an der Stelle x^= — / fest geschlossen ist. Da die in dem 
tönenden Punkte, dessen Coordinaten a, ß, y seien, erregten Wellen von der 
festen ysr- Ebene reflectirt werden, mflssen wir uns die Bewegung im freien 
Räume zusammengesetzt denken aus den Wellen, welche der tönende Punkt 
erregt, und denen, welche sein Spiegelbild, dessen Coordinaten — a, ß, y 
sind, erregen wfirde. Setzen wir das Geschwindigkeitspotenlial ^ dieser Be- 
wegung auf Seite der positiven x im freien Räume 

fl61 * = ji\ ^^^ihrt—2nni-\'C) . cos(*r^^— 2;gii<-t-cn 

wo r^ die Entfernung vom Punkte a, ß, y und r^^ die von seinem Spiegel- 
bilde — a, ß, Y bedeutet, so ist an der ganzen ysr- Ebene 

— - == 0. 
dx 

Ist der tönende Punkt weit von der Oeffnung der Röhre entfernt und diese klein 
gegen die Wellenlänge, so können wir die kleinen Verschiedenheiten des Wertbes 
von ^ in verschiedenen Punkten der Oeffnung vernachlässigen und hier setzen : 



wo 

G = 



2H 

9 



tangr,, = -tang(*r,-f-c). 
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Innerhalb der Röhre setzen wir dann 

(16*0 * = e^ cos Äa? cos (27111/ -fr J. 

Dann ist ^ an der Oeffnong continoirlich und -j- innen und anrsen eben da 

gleich Null. Innerhalb der Röhre können wir bei dieser Annahme -^ = 

setzen, indem wir die verschwindend kleinen Werthe, welche es am nicht 
cylindrischen Theile der Röhre annimmt, vernachlässigen. Nur am ver- 

schlossenen Ende ist -j- im Allgemeinen nicht gleich NuIL Hier mflssen wir 

setzen : 

-—4---— = 

dx * dx 

und das Geschwindigkeitspotential im ganzen Räume gleich ^-{-W^ wo V das 
von uns froher bestimmte Bewegungspotential der ebenen Wellen in der Röhre, 
die in den freien Raum übergehen, ist. Dadurch ist allen Bedingungen der 
Aufgabe genflgt. Wir haben also fflr x= — / 

(16*.) — A? G^ sin Ar/ cos (271»/ +r,,) = J^cos(27tn/+T), 
also 

IT ■' 'T — f— TT 

Das Minimum von A bei gleichen Werthen von G tritt offenbar ein, wenn 
sinAr/=0; dann wird ^1 = 0, und die Bewegung im freien Räume so, als 
wftre die Möndung der Röhre gar nicht in der y2r- Ebene vorhanden. Das 
Maximum aber tritt ein, wenn cosA:(/-j-«) = 0; dann wird 

und wieder wird beim Maximum der Resonanz der Phasenunterschied von 
einer Viertel-Undulation zwischen den erregenden Wellen und den erregten ein- 
treten. Das Maximum der Resonanz in der an einem Ende geschlossenen 
Röhre tritt also in beiden Fallen, sowohl wenn der Schall vom geschlossenen 
als wenn er vom offenen Ende her der Luft der Röhre mitgetheilt wird, ein, 
wenn die reducirte Länge der Röhre ein ungerades Vielfache der Viertel- 
wellenlänge ist. Aus dem Reciprocitätsgesetz des Schalles, welches in (9^) 
ausgesprochen ist, läfst sich nun dasselbe Gesetz auch fflr jede andere Lage 
des tönenden Punktes ableiten. Es pafst auf unseren Fall direcl die Form, 
welche wir dem Gesetz in (9^) gegeben haben. Die dortige Constante A, 
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welche der Intensität des tönenden Punktes b entspricht, indem dort unend- 
lich wird, wie 

iP == A ^cos(2.'^n/), 

wollen wir gleich 1 setzen. Der Werth von -^ ist in (9^) an der er-- 
schotterten Stelle da der Wand gleichgesetzt worden: 



dn 



= Bcos{2nnt). 



dW dW 

Am Grunde der Röhre ist --7-^ = — -^, und in dem Falle, wo der Boden 

dn dx ^ 

der Röhre erschfittert wird, von uns in den Gleichungen (15.) und (15^) 
gesetzt worden: 

^ = Gcos(27in/+Tj; 

wir haben also die Constante B der Gleichung (9^) mit G zu vertauschen 
und im Ausdrucke fflr W statt 2nnt zu schreiben 2nnt — T^^. Aufserdem ist 
in dem Falle unserer Anwendung nicht blos ein einziges Flächenelement da 
erschüttert worden, sondern der ganze Boden der Röhre; wir müssen also 
über diesen integriren, und erhalten so 

(17.) 4n!F^ = -ey*^ito, 

wo die Integration über den Boden der Röhre auszudehnen ist. Ist nun der 
tönende Punkt vom Boden der Röhre nur weit genug entfernt, dafs hier ebene 
stehende Wellen entstehen können, also 4> hier von der Form ist: 

4^ = fcwk[l'\'X)co9(2nnt'\-c)^ 
so wird aus (17.) 

AnW^ ^ —fGQcosi2nnt'\-c\ 

in[Vicos{2nnt—rJ-\'Vl'ain{2nnt — r^;i] = '-fGQcos{2nni^e\ 

fl7M j47r(!P;cosr,,-nsinrJ = -fGQeosc, 
^ '^ \4n(Visinr^,+ iPJ'cosrJ = fGQÄnc, 

AniTnfTW^ = fGQ. 

Nun ist der Werth der Functionen V nnd ^^" fflr jeden Punkt h proportional 
der in den Gleichungen (10.) bis (16.) vorkommenden Constanten A, deren 
VerhSltnilis zu G fflr eine bestimmte RöhrenISnge gegeben ist in Gleichung (lö.). 

Also ist bei wechselnder Röhrenlflnge auch / proportional dem Verhflitnifs -^ • 

Jouxnal für Ifatliematik Bd. LVU. Heft 1. 7 
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Dies Verhältnirs wird, wie aus (15.) hervorgeht, ein Maximum, wenn 

/+« = (2a+l)iA. 

Daraus folgt also, dafs auch bei einer beliebigen Lage des tönenden 
Punktes die ebenen Wellen im Innern der Röhre, wenn dergleichen Ober- 
haupt entstehen, das Maximum ihrer Intensität erreichen, wenn die Länge 
der Röhre ein ungerades Vielfaches der Viertelwellenlänge ist. 

Die ebenen Wellen im Innern einer an beiden Seiten offenen Röhre 
lassen sich mittelst der aufgestellten Probleme behandeln, wenn die Mflndungen 
der Röhre nach der von uns gemachten Annahme in zwei parallelen festen 
Ebenen liegen, die den Luftraum in zwei Theile trennen, und der Schall auf 
der einen Seite von einem weit entfernten tönenden Punkte ausgeht. Auf der 
einen Seite dieser Wand setzt man das Geschwindigkeitspotential gleich der in 
den Gleichungen (10.) bis (12.) gebrauchten Function W, auf der anderen 
Seite gleich der in den Gleichungen (16.) bis (16^) vorkommenden Form 
4»-\'W, welche der Resonanz einer Röhre entspricht, in welche der Schall 
von der offenen Mändung eintritt. Man hat dann nur die Coefficienten der 
ebenen Wellen in der Röhre in diesen beiden Ausdrücken des Geschwindig- 
keitspotentials so zu bestimmen, dafs hier beide Functionen identisch werden. 
Da das weiter keine Schwierigkeiten macht, möge das Gesagte genflgen. Die 
Resonanz in der Röhre wird am stärksten, wenn die reducirte Länge der 
Röhre, an welcher man die Correctionen für beide Mflndungen anzubringen 
hat, ein Vielfaches der halben Wellenlänge ist. 

§. 8. 
Wir wollen schliefslich noch eine Reihe von Röhrenformen aufsuchen, 
fflr welche mit den bis jetzt bereiten Hfllfsmitteln der Analysis sich die Luft- 
bewegung in der Mflndung und die reducirte Länge vollständig wenigstens 
fflr Schallwellen von so grofser Wellenlänge bestimmen läfst, dafs gegen diese 
die Dimensionen der Röhrenöffnung ihres Querschnitts und des von der Cy- 
lindergeslalt abweichenden Theiles der Mündung verschwinden. Die Wand 
der Röhre sei übrigens eine Rotationsfläche, welche in kleiner Entfernung 
von der kreisförmigen Mändung, deren Radius R sei, übergebt in einen Cy- 
linder von kreisförmigem Querschnitt, dessen Radius wir JRi nennen wollen. 
Wir setzen ferner voraus, dafs auch die Bewegung der Luft überall sym- 
metrisch um die Axe der Röhre vor sich gehe. Wir können nun im All- 
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gemeinen nicht so zu Werke geben, dafs wir eine bestimmte Röbrenform 
annehmen nnd dazn die Potentiale der Bewegung suchen, sondern wir müssen 
umgekehrt von der Potentialfunction ausgehen und die dazu gehörige Böhrenform 
bestimmen, was sich in jedem Falle ausföhren läfst. Nur müssen wir eben 
solche Formen der Potentidlfnnction suchen, welche Röhren geben, die in 
kleiner Entfernung von der Mündung in Cylinder übergehen. 

Dem Bewegungspotentiale der Luft haben wir die Form gegeben: 

W = ¥^'cos(27inO+ V"sin{2nnt). 
Für die lieferen Theile der Röhre haben wir in (12^.) gefunden: 

(12*.) V" = - J^coskx. 

Im freien Baume ist aber, wenn wir -t — = setzen, welches, wie wir 
oben schon gefunden haben, mit k verschwindet, nach (11''.) 

2nJ dx Tf ' 

welches innerhalb der Mündung, wo wir kr^ verschwinden lassen dürfen, wird 

Sowohl (12\) wie (12^) giebt innerhalb der MOndung den gleichen Werlh 

— dW" 

von V" und den Werth Null für -^ — • Sie gehen also an der Mündung der 

Röhre continuirlich in einander über. Längs der festen Wände des Luft- 

raumes geben beide -^ — = 0, nur an dem nicht cylindrischen Theile der 

Röhrenwand wird dieser Differentialquotient nicht genau Null aber verschwin- 
dend klein. Es ist also ^P" unter dieser Annahme eine continuirliche Function, 
die den Bedingungen der Aufgabe» Genüge leistet, und kann unmittelbar be- 
rechnet werden, nachdem. !P' gefunden ist. 

Die Function W hat im freien Räume die Form: 

(18.) < ^ / 

wo ^ = — 



2n dx 

Im Innern der Röhre werden wir ihr eine andere analytische Form ÜP; geben 
müssen, welche die Eigenschaft haben mnfs: 

1) im Innern der Röhre die Bedingung zu erfüllen: 

(18-.) Wi^/^^i r= 0, 

7* 
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2) fflr grofse negative Wertbe von x folgende Form anzunehmen : 

(18^) 'Pi = -j ^'° *^ + ^ cos *^^ 

3) an der Flficbe der Oeffnnng den Bedingungen zu genflgen: 

(18^) Vi=^V' und ^ = ^ = — 27rA. 

Dann wird die Form der Röhre gefunden durch die Bedingung, dafs an der Wand 

(18".) ^ = 0, 

welche Form aber noch der Bedingung genOgen mufs, dafs nur för solche 
Wertbe von x^ welche gegen die Wellenlänge X verschwindend Idein sind, 
die Fläche eine merkliche Neigung gegen die or-Axe haben darf, weil wir 
vorher auch 

dn ~ ^ 

gesetzt haben längs der ganzen Ausdehnung der Röhrenwand, und weil nur 
unter dieser Bedingung die Form der Röhrenwand von der Wellenlänge un- 
abhängig gefunden wird. Indem wir setzen: 

pcosai = y, Qsmü}=^z, 

und beracksichtigen , dafs nach der Voraussetzung V nur eine Function von 
(> und X, nicht von (o sein soll, wird Gleichung C18^) 

Wir setzen: 

(19.) * = ^s\xikX'\'Bcoskx-\^2lE^e^^^^^^'V,^^^'\, 

wo E^ beliebige Constanten, I7(mp) folgende Function bedeutet: 

fl9M U 1 J^V I ^V "^y o s w 

l^isf .j c^j^^) _ 1 2 2 T2/45.4.4 2.2.4.4.6.6 "' ^' ^^ 

und unter dem Summenzeichen fflr m diejenigen Wertbe zu setzen sind, welche 

— J!!!^=zO machen, wenn q^=Ri. Dann ist ^ eine Function, welche der 

Differentialgleichung (18^) Genflge leistet und an der Wand einer cylin- 

drischen Röhre vom Radius üj auch der Bedingung genügt, dafs -^ = 0. 

In dem Exponenten von e mufs der Wurzel immer das positive Vorzeichen 
gegeben werden, wenn die Röhre unendlich lang ist, jamit 4» fflr unendliche 
negative x endlich bleibt. Ist die Röhre aber irgendwo abgeschlossen, so sind 
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ancb negative Vorzeichen der Wurzel zu nehmen, und die Coefficienten der- 
selben so zu bestimmen, dafs die Grenzbedingungen an dem geschlossenen 
Ende erfüllt werden. Da übrigens der kleinste Wertb von mRi , der die Be- 
dingung ^ für p=Äji erfüllt, 3,83171, der zweite 7,01751 ist, während 

die folgenden sich allmälig der Gröfse ((i-\-i)n nähern, so nehmen alle diese 
Exponentialfunctionen schnell ab, wenn man sich von dem Ende der Röhre 
entfernt, an welchem sie einen merklichen Wertb haben, und so oft die Länge 
der Röhre beträchtlich grofs gegen den Durchmesser ist, werden sie in der 
Mitte oder am anderen Ende derselben zu vernachlässigen sein. Es wird also 
im Allgemeinen genügen, dafs wir uns auf die Gh'eder beschränken, für welche 
die Wurzel im Exponenten ein positives Vorzeichen hat. Da übrigens tnR^ 
nach dem Gesagten eine endliche, kRi aber eine verschwindend kleine Zahl 
ist, so können wir in dem Exponenten k^ gegen m^ vernachlässigen und setzen 

Diese Function erfüllt also allerdings die Forderung der Gleichungen (18''.) 

und (18^), welche wir oben für die Function ÜP^ aufgestellt haben, sie wird 

aber im Allgemeinen nicht der dritten Bedingung (18^) entsprechen, dafs, 

wenn wir setzen: 

d0 _ dV^' 

dx rfr ' 

auch sei: 



jSr, \ fd^' cos&r , 



oder, da innerhalb der Oeffnung kr unendlich klein ist, kann man diese Be- 
dingung auch darauf reduciren, dafs sein müfste: 

'dW diu 



2nJ i 



dx r 

Wäre diese letztere Bedingung durch besondere Annahmen über die Gröfse 
der Coefficienten erfüllt, so würde die Gestalt der Röhre einfach cylindrisch 
sein. Ich habe aber keine Methode finden können, um die Coefficienten dieser 
Bedingung gemäfs zu bestimmen und somit die Aufgäbe für ganz cylindrische 
Röhren streng zu lösen. Auch läfst sich einsehen, dafs die Convergenz der 
Reibe für 4> in Gleichung (19.) für diesen Fall eine sehr langsame sein 

würde, da die Geschwindigkeit der Lufttheilchen -^ am Rande der Oeffnung, 

die durch eine scharfe rechtwinklige Kante begrenzt sein würde, anendlich 
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M^ wi« (R — (^)~*^ werden mflfste, and daher die Reihe fflr -j- für den 
^>rAi ^-=-^t und x = Oberhaupt nicht convergiren kann. 

XH'<r fDgen deshalb zu 4» noch eine andere Function hinzu, die in 
^^fW«tV^ Knlfemung von der Oeffnung verschwindet, also auch nur in der 
VitH* ^ Oeffhung Einflufs auf die Gestalt der Röhre ausübt, aber die Con- 
i«UA|itiM IUI der Oeffnung herstellt. 

Bezeichnen wir der Einfachheit wegen die Potentialfunction einer auf 
Jim* Kreisfläche der Oeffnung mit der Dichtigkeit h verbreiteten Masse mit 

(20.) P, =^/h'^da,, 

dieses Integral Ober die ganze Fläche der Oeffnung genommen. Wenn die 
Distanz des Punktes, fOr welchen wir Pf^ bestimmen, von der Oeffnung klein 
ist, so ist cosA:r = 1 und 

(20-0 P^=/~ 

Seilen wir ferner 

(21.) h = t + /, _ 

und bestimmen wir / so, dafs in der Fläche der Oeffnung 

(21^) p, = i*; 

was sich immer ausführen läfst, weil die Vertheilung einer Masse auf einer 
Kreisscheibe, die an der Oberfläche dieser Scheibe eine Potentialfunction von 
gegebener Gröfse giebt, nach bekannten Methoden gefunden werden kann. 
Setzen wir ferner auf Seite der positiven x, wie schon oben geschehen, 

(2r.) r = p^ = P..+P, 

in der Röhre, also fflr negative x 

(21^.) !P, = * + P,_P„ 

so genügen die Functionen V und Vi allen für sie gestellten Bedingungen. 
Dafs nämlich V im freien Räume und W^ im Innern der Röhre der Bedin- 
gung genügen: 

(18".) Vy+A^!F= 0, 

ist aus der Bildungsweise dieser Functionen klar. Dafs Vi für grofse Werthe 
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von —X flbergebt in 

Vi = -^smkx-\' Bcoskx, 

erbellt daraus, dafs P; und Pi in einer gegen die Oeffnung der Röhre grofsen 
Entfernung unendlich klein werden, 4» aber wirklich in jene Form übergeht. 
Da ferner in der Flache der Oeffnung 

(21*0 Pj = 1*, 
wird 

(21^) W^ ='Wi = Pi+Pi. 

Da ferner an der Fläche der Oeffnung 

_ = -27« = i-^ 

und auf Seite der positiven x 

dP _ äP 
dn rfjr ' 

auf Seite der negativen aber 

dP ^ dP 

dn dx ^ 

SO ist 



(ai'O ^ = ^ = ^+^ = -*«('+'). 



dx dx dn ^ dn 

Somit sind die gestellten Bedingungen (18^), (18^) und (18^) erfflllt. 

Die Form der Röhrenwand wird endlich durch die Gleichung gegeben : 

(18-.) fi = 0. 

Da wir die Bedingung gemacht haben, dafs, wenn r eine innerhalb des nicht 
cylindrischen Tbeiles der Röhre liegende Entfernung ist, A^r^ gegen 1 zu ver- 
nachlässigen sei, können wir entsprechend der zur Gleichung (7*^.) gemachten 
Bemerkung in dieser Gleichung der Röhrenwand A: = setzen, werden dann 
aber natflriioh auch die Aufgabe nur für solche Werthe von k als gelöst be- 
trachten dflrfen, fär welche diese Bedingung erfüllt ist. Dann ist also für 
diesen Zweck in der Nähe der Röhrenmündung zu setzen statt (19^): 

(22.) <P = Ax^Bi-S{E^e-^ U^^^^ }, 
(20-.) P.=/^, P^-/^^ 

(21-0, (21^) •=-i^. ^z = **, 
(21^0 Vi^*-\-Pi^Pj. 
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In der Tbat sind dann auch alle diese Functionen von einer solchen Form, 
dafs sich ihr Werth in der Nahe der Mündung nicht ändert dadurch, dafs man 
k=^0 setzt. Die Bedingung (18''.) ergieht, dafs die Röhren wand eine zu allen 
Flöchen, deren Gleichung ¥^j = Consta ist, orthogonale Rotationsfläche sein mufs, 
oder wenn wir die Gleichung der Röhrenwand (und üherhaupt der Strömungs- 

curven} ausdrücken durch 

QX = Const., 
60 mufs sein: 

(22-.) ä^ä^ mä^^Q 

Zu bemerken ist noch, dafs man, um die Form der Fupction ^ 
festzustellen, die Gröfse des Radius des cylindrischen Theiles der Röhre JR^ 
bestimmen mufs, weil von dessen Gröfse die in der Summe vorkommenden 
Werlhe von m abhängen. Um P; und jP/ zu finden, mufs wiederum die 

Oröfse des Radius der Oeffnuug R festgestellt sein, und schliefslich , wenn 

d^' 
man die Röhrenforni aus der Gleichung -^-^=0 bestimmt, wird die Stromes- 

curve, welche von dem Rande der Oeffnung ausgeht, nicht nothwendig in 
einen Cylinder vom Radius R^ fibergehen. Um dies nun zu bewirken, mufis 
man eine der Gonstanten von 4» durch die oben gefundene Gleichung 

(12\) AQ = -2nM 

bestimmen, worin in unserem Falle Q der Querschnitt der Röhre 

= ^ÄI, 



Daraus folgt: 



(22^) ARi = —2j{%-\'l)du}. 



Wenn R und Ri gegeben sind, giebt diese Gleichung eine Bedingung, welche 
durch die Goefficienten des Ausdrucks ffir <P in (22.) erfüllt werden mufs^ 
80 dafs einer von ihnen durch die anderen bestimmt werden kann. 

§. 9. 

Wir wollen endlich noch die Röhrenformen berechnen, welche den 
einfachsten Annahmen über die Function ^ entsprechen. Setzen wir 

(23.) * = -r'SmkX'\-Bcoskxj 
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so wird nach (21^) 

(23-0 i= -±, /idio^-iAW 

and in der Ebene der Mflndnng nach (21^) 

(23^) Pi = iÄ, 

woraus nach bekannten Sfitzen Aber ElectriciMtsvertheilung auf einer leiten- 
den Kreisscheibe folgt, dafs 

^ ^ 2n*yR^—Q* ' J « 

Somit folgt ans Gleichung (22^) 

(23^0 JÄJ = iiliP— |ää 

Den Unterschied a der wahren und redncirten Röhrenlange haben wir oben 
(12^) definirt durch die Gleichung: 

Da ka eine sehr kleine Gröfse ist, so oft das VerhSitnifs Ri\R endUch ist, 
können wir in diesem Falle annähernd setzen: 

wodurch fflr die hier in Betracht kommenden Röhrenformen der Unterschied 
zwischen wahrer und reducirter Länge gegeben ist, wenn die Radien des 
Cylinders und seiner Mflndung bestimmt sind. Die reducirte Länge der Pfeife 
ist gleich der wahren, also a=:Bs=0, wenn /l = /lj|/2. 

Wenn die MOndung ebenso weit ist wie der Cylinder, also R^==^R^y 

wird a = -jjR und i7=: -^-^RA. Wenn R sehr klein gegen R^ ist, wird 

annähernd 

ß nR\ Q_ 

A ~ "2F~ 2Ä' 

wie es schon oben fflr diesen Fall in (12'.) gefunden ist. Unter diesen Um- 
ständen kann natürlich nicht die abgekfirzte Form (23^) fflr die Gleichung (12^.) 
angewendet werden. 

Die Bedeutung der Function x ^^^ Gleichung (22"'.), welche zur Be- 
stimmung der StrömungSGurven dient, setzen wir durch folgende Gleichung fest: 

(24.) QX==f^-S9ä9, 

Jonni«! fOr Mathematik Bd. LYIL Heftl. 8 
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worin anter dem Integralzeichen x einen constanten Werth behAlt. Daraus 
folgt zunächst: 

(24-.) 4::{qx) = Q ''** 






u 






Da wir nun fflr unseren jetzt vorliegenden Zweck uns erlauben durften in 
den Functionen 4», Pi und Pi (s. (23.) und (20^)}, aus denen % zusammen- 
gesetzt ist, A: = zu setzen, so reducirt sich die Gleichung (18^) in der 
Nähe der Mündung auf 

rfjT* dg* Q dQ ' 

und wir erhalten also 

d 
dx 

(24*.) ^(,x)=-<>^; 

ao8 (24°.) and (24*.) folgt, dafs die Fonclion % der Bedingung genflgt: 

^ '-^ dq dg ^ dx dx ' 

und dafs in einer durch die :r-Axe gelegten Ehene die Gurven 

QX = Const. 
orthogonal sind zu den Curyen 

Wi = Const., 
erstere also Stromescurven sind. 

Wenn wir in die Gleichung (24.) fflr Vi setzen: 

(21^.) y, = *+P,-P„ 

so können wir auch x ähnlich zerfallen 

(25.) X = Xo+Xi—Xuf 

pd0 . 

u 



1 /"«dPi j 

(25-.) hx, =y -gj-prfp. 
1 ü 

^X" =y -d^^^^' 

u 



Da sich 4^ hier reducirt auf 



Ax^B, 
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so ist 

Um die Berechnang von Xt abzQkflrzen, bemerke ich Folgendes. Es sei JV 
eine Potenüalfünction, die auf Seite der negativen x der Differentialgleichung 
genügt : 



und ferner sei 



c/x* +!/?•' e rfß ~ ^' 

dW 



(25'.) 



dx ' 



SO ist 



dW 



(25-0 ffX, =y -ÄF-«'^«' = -/ d^y^Hr)^^ «"5? 

Nun ist Pi die Potentialfnnction einer Masse, die mit der constanten Dichtigkeit 

— j- auf einer Kreisscheibe vom Radius R ausgebreitet ist. Die Gleichung 

(25^) erfflllen wir, wenn wir W zur Potentialfunction eines soliden Cylinders 
machen, dessen Basis die kreisförmige RöhrenmOndung ist, und der von ^7=0 

bis x=:^\oo reicht und mit Masse von der constanten Dichtigkeit — j- ge- 

foUt ist. Man braucht sich nur den Cylinder um ein unendlich kleines StOck 
in der Richtung der positiven x verschoben zu denken und die neue Dichtigkeit 
so wie die neue Potentialfunction von der früheren abzuziehen, so erhfilt man 
das angegebene Resultat. Die Gleichung (Sö'^.) kann man aber schreiben, 
weil y = pcosco: 

(25*.) ;t,coscu = -—cosco = j^. 

Es ist aber ^ die Potentialfunction der Oberfläche des Cylinders, die 

mit Masse von der Dichtigkeit — :^^^^^ bedeckt ist, wie sich wieder leicht 
ergiebt, wenn man den Cylinder in Richtung der negativen y unendlich wenig 
verschoben denkt. Also Iflfst sich Xi iinmittelbar finden: 

Der Werth mit Holfe elliptischer Integrale ausgedrOckt ist folgender: 
(26-0 Xs = —\-^^^t={K-E) 

8* 
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worin gesetzt ist: 



K = r\ "" , 

AR* 





u 



4e 



wenn 



wenn 



Ä, 



jR 



oder in beiden Fällen: 



AR 1— x.sini?' 



4 l-fX|Sint^ 

Uebrigens ist für sin^^ fflr cos^^ wie fOr x^ immer der positive Werth zu 
nehmen, der sich aas den obigen Formeln ergiebt. 

Endlich ergiebt sich Xu laicht ans den bekannten Sfitzen Aber Potential- 
functionen, die durch elliptische Coordinaten ausgedrflckt sind. Setzen wir 

X = Rfis, 

so ist die Potenlialfnnction Pi einer Scheibe, auf welcher selbst die Potential-' 
fnnction conslant gleich |B ist, 

Pi = — arclang — • 

Die Linien ti^=C sind confocale Hyperbeln und orthogonal gegen die Linien 
s = C, welche confocale Ellipsen sind. Da die letzteren in unserem Falle 
Carven gleichen Potentials sind, sind die Linien ^ == C Slrömangscurven, und 
wir brauchen die Gröfse qXu ^°^ ^^^ ^^" Scheitelpunkt derselben in der Scheibe 
zu bestimmen, so mufs sie denselben Werth in der ganzen Lflnge haben. 

An der Scheibe selbst wird « = 0, f ör sehr kleine Werthe von s und 
— X wird 



f^ 



/i-:^. 






X 



Vä'-p 



l' 



Pf = arctang-^ ^ 

' 9t ^ X 



dPi ^ j^B 



i 



dx 



n },rW—q^ ' 
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rcim^ f^dPi . BR,. . 

(27.) 9x, =y -^e^P = — (1-A^). 

u 

Um 1^ in den bei den ellipliscben Integralen gebrauchten Hfilfsgröfsen aaszu- 
drücken, dient, wenn & fOr q^R negativ genommen wird, die Gleichung 

_ .,/ 2x,(l + sin») 

Somit haben wir denn in den Gleichungen (25^), (26.) und (27.) die Werthe 
von /o, Xi ^0^ Xu'i und ^i^ Gleichung der Strömungscurven wird: 

e(;fo +/,+/,,) = Const. 

Soli die Strömungscurve der Röhrenwand entsprechen, so mufs sie durch den 
Rand der Oeffnung gehen, und die Constante ist: 

— — (fdq = \AR\\ 

ü 

folglich wird die Gleichung der Röhrenwand 

(27M p(/u+/,-/J = \AR\. 
Um die Röbrenform zu erhalten, fOr welche die Differenz zwischen der wahren 
und reducirten Longe verschwindet, müssen wir i7 = 0, /i = l{iy2 setzen, 
dann verschwindet auch Xu^ und die Gleichung der Röhrenwand reducirt sich auf 

^X, = M(ÄJ-p^). 

Es giebt dies eine Röhre mit trompetenförmigem, schwach erweitertem Ende. 
Die Krümmung der Wand ist überall nach innen convex, und ihr Krümmungs- 
halbmesser, der vom cylindrischen Theile an gegen die Mündung allmälig ab- 
nimmt, wird am Rande der Oeffnung zuletzt unendlich klein. 

Macht man den Radius der Oeffnung gleich dem der Röhre, so nähert 
sich die Form der Röhre am meisten einem reinen Cylinder. Es wird dann 
die Differenz zwischen der reducirten und wahren Länge der Röhre, wie 
schon oben bemerkt, gleich ^nR. Da in diesem Falle die Gröfse 

immer sehr klein bleibt, und also auch sin^ für alle nicht zu kleinen Werthe 
von x^ sehr klein bleibt, kann man zur Berechnung der Röhrenform von ;^=:0 
bis x = sin89^' die höheren Potenzen als die erste von ;f^sini9* und als die 
zweite von sini^ vernachlässigen. Die so vereinfachte Gleichung für die 
Röhrenwand, aus der man sini9' für eine Reihe von Werthen von x^ leicht 



62 



HelmhoUZß über LufUehmngungen in offenen Bohren. 



mit Hülfe der Tafeln von Legendre berechnen kann, ist: 

= ±L(jsr_^)_^^4..^8iB^|^(JC-iB)+6+ 



l-x, 



— X, sin' 1^1 



2x, 



4fi 



^i(Ä— JE) — -^ r- 






! 



Aus den zusammengehörigen Werthen von x^ und & lassen sich endlich x 
und (> berechnen, deren Werthe in diesem Falle sind: 

Q—R 2x4 sin ^ 



X 

iL 



1+x^sin^ ' 
2x^cost9' 



K(\ — Xfi\li&) 



In der folgenden Tabelle bedeutet demnach 



£-Ä 

R 



den Absland zwischen der 



Waild unserer Pfeifenform und der des Cylinders, ausgedrückt in Theilen des 
Radius, und ebenso -g den Abstand der betreffenden Stelle von der Oeffnung, 
ausgedrückt in Theilen des Radius. 





g% 


e-R 


X 


ang.sinx^ 


& 


R 


IT 


(T 


90» 








1" 


26" 2' 


0,0153 


0,03161 


2" 


15" 42' 


0,0187 


0,06787 


3" 


10" 59' 


0,0197 


0,10392 


4" 


8" 14' 


0,0198 


0,13979 


5" 


6" 26' 


0,0193 


0,17556 


6" 


5" 9' 


0,0186 


0,21132 


7" 


4" 13' 


0,0177 


0,24708 


8" 


3" 30' 


0,0168 


0,28291 


Ö" 


2" 56' 


.0,0159 


0,31888 


10" 


2" 29' 


0,0149 


0,35496 


15" 


1" 11' 40" 


0,0107 


0,53867 


20" 


Qf' 37' 50" 


0,0075 


0,73058 


25" 


0> 21' 0" 


0,0051 


0,93502 


3»' 


0" 12' 0" 


0,0035 


1,15668 



In gröfserer Entfernung von der Scheibe findet man 

g—R , / ^it— xV 

'T' ~ "V2il+jr/ 
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Am schnellsten findert die Curve ihre Natar dicht an der Oeffnang. Zwischen 
x^=0 und x^ = sin 1" kann maa folgende annähernd richtige Gleichung brauchen : 

= lög(— )— l+tang^CiTi-f^) = ^ 

Wenn x^ sehr klein wird, verschwindet logx^ gegen -j— und tangt^^ mufs 
sehr grofs, & nahe gleich ^n werden, dann ist 

oder 

oder, da x aocb sehr klein gegen (> — R werden mafs, 

Aus dieser letzten Gleicbong folgt, dafs die Wandflflche die verlAngerte Ebene 
der Oeffnung an deren Rande tangirt und hier einen unendlich kleinen KrOm- 
mungshalbmesser hat. 

§. 10. 

Das verallgemeinerte Theorem von Green liefert uns auch einige all- 
gemeine Gesetze der Schallbewegung fOr solche Hohlkörper, deren sämmt- 
liche Dimensionen verschwindend klein gegen die Wellenlänge sind, und die 
mit einer oder mehreren Oeffnungen versehen sind, deren Flächeninhalt sehr 
klein gegen die ganze Oberfläche des Hohlraumes ist. Da solche Hohlkörper 
mit kleinen Oeffnungen beim Anblasen oder durch Resonanz sehr tiefe Töne 
geben, so ist die erstere Bedingung fflr diese ihre tiefsten Töne immer erföllt. 

Wenn !P das Geschwindigkeitspotential im Innern des fiberall begrenz- 
ten Raumes j9 darstellt, der keine tönenden Punkte enthalten soll, und der 
Punkt a, ßj y, von welchem ab die Entfernung r gerechnet wird, innerhalb 
des Raumes jS^ liegt, so ist nach (7^.) 

Wenn nun alle Dimensionen des Raumes jS^ gegen die Wellenlänge ver- 
schwindend klein sind, so können wir kr gegen 1 vernachlässigen, so oft r, 
wie hier der Fall ist, die Entfernung zweier Punkte, die innerhalb S^ gelegen 
sind, bezeichnet. Wir setzen also 

sinÜPT . kW* 

•7- = ^"Ta- 
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Dies in die obige Gleichang eingefOhrt giebt: 

Nehmen wir jetzt an der Raum iS sei von einer festen Wand umgeben , in 
der nur eine oder einige Oeffnnngen seien, an der festen Begrenzung sei 

fiberall -j- = 0, in den sämmtlicben Oeffnungen aber habe -j- endliche posi- 
tive Werthe. Das Verhältnifs der Fläche sflmmtlicher Oeffnungen zur ganzen 
Oberfläche des Raumes jS^ sei 17^: 1, und rj eine verschwindend kleine Grölse, 

sb ist das Integral / --j—dw von derselben Ordnung kleiner Grölsen wie 17% 

das erste Integral rechts Y^J T^^^^ ^^^^ ^^^ ^^^ Ordnung fc^f^ij\ also 

zu vernachlässigen. Lassen wir nun Ar immer mehr sich der Null nähern, so 

/* dr 
Vr-j-do} und also auch die Function V 

selbst immer gröfser und gröfser werden. Bezeichnen wir k^V mit x» ^^ 
wörde x ^^^^ Function sein, die bei abnehmendem k von constanter Gröfsen- 
Ordnung bleibt, und in eine Function übergebt, welche der Differentialgleichung 
V;^ = in ganzer Ausdehnung des Raumes jS genOgt, und für welche an der 

ganzen Oberfläche des Raumes jS — ==: 0. Daraus folgt nach den bekannten 

Sätzen über electrische Potentialfunctionen, dafs x i>^ ganzen Räume ^ con- 
stant sein müsse. 

Dem entsprechend wollen wir nun zeigen, dafs, wenn die Dimensionen 
des Raumes ^9 fiberall endlich sind, d. h. wenn man den Raum jS* nicht durch 
eine unendlich kleine Schnittfläche in zwei Theile von endlicher Gröfse zer- 
legen kann, dafs dann V höchstens in unendlich kleinen Theilen des Raumes jS 
von der Ordnung if sich um endliche Theile seiner Gröfse von einer Gon- 
stauten C unterscheiden könne. Wenn V und seine ersten Differentialquo- 
tienten nämlich, wie es hier sein soll, innerhalb j9 flberall continuirlich und 
eindeutig sind, so ist, wie bekannt: 

#/l(^)'+(f )■+ 0>w, ... = -f'.^^-fff^ ^4sär^, 

WO die dreifachen Integrale über den ganzen Raum jS^ auszudehnen sind. 
Berücksichtigt man, dafs Ar^V^-f VV=0, und denkt man sich weiter beide 
Seilen der Gleichung mit einer conslanten Gröfse e^ multiplicirt, die so ge- 
wählt sein soll, dafs s^ W eine endliche Gröfse ist, wozu nach Gleichung (280 
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£^ von gleicher Ordnung mit — ;-- sein mufs, so erhält man: 

Da nun die Integrale auf der rechten Seite dieser Gleichung verschwindend 
klein von der Ordnung 7f sind, so ist es auch das dreifache Integral links. 

Da hier aber unter dem Integralzeichen eine üherall positive Gröfsesteht, so 

d^ dV dW 

können die Werlhe von «-^—^ *"T~ ^^^ ^"T^ '"^ Allgemeinen selbst nur 

von derselben Ordnung kleiner Gröfsen wie 77 sein, oder wenigstens nur in 
Theiien des Raumes S^ welche selbst von der Ordnung if sind^ endlich werden. 

Nun denke man die Flächen construirt, welche der Gleichung 

W = Gonst. 

entsprechen, und für den Theil des Raumes S, welcher zwischen zwei be- 
liebigen solchen Flächen liegt, bilde man das Integral 



Nach dem Vorausgesagten kann dies Integral nur von derselben Ordnung 
kleiner Gröfsen wie tj sein. Man kann nun die Integration so ausfahren, dafs 
man zuerst diejenigen Theile des Integrals zusammennimmt, welche zwischen 
zwei unendlich nahen Potentialflächen liegen. Es sei doj ein Flächenelement 
einer solchen Fläche, in der das Potential den Werth W hat, dn die Ent^ 
fernung zwischen d(o und der nächsten Fläche, an der der Werth des Po- 
tentials V-^^dW ist, dann ist d(odn ein Element des Volumens und 

rf«P\« . /«HPV . /rf* 
dy 

also 

S = Bj^'dwfdio, 



i/o+(^)+(^y*-^- =-*'*». 



wenn ¥^0 and W^ die Werlhe von W an den äufsersten Potentialflächen sind, 
zwischen denen man integrirt. Fflr jeden Werlh von !P ist nun Jdto gleich 
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dem Flächeninhalt Q desjenigen Theiles der betreffenden PotenlialflSche , der 
innerhalb des Raumes 5 liegt. Also wird 

/U/1 
QdW, 

worin Q als Function des Werlhes von W anzusehen ist. Wenn nun Q überall 
endlich ist, darf die Differenz eW^^ — €!P|, innerhalb deren die Variable sich 
ändert, nur von der Ordnung 17 sein, da der Werth von S von der Ordnung r^ 
ist. Oder es mufs, wenn eV^^—eV^ endlich ist, innerhalb dieses Intervalles Q 
von der Ordnung 17 sein. Da nun nach unserer Voraussetzung der Raum jS> 
nicht eine solche Gestalt haben darf, dafs man ihn durch eine unendlich kleine 
Schnittfläche in zwei Theile von endlichem Volumen theilen kann, wie das 
z. B. der Fall sein würde, wenn er aus zwei durch ein röhrenförmiges Stack 
verbundenen Hohlräumen bestände, so folgt aus dem Gesagten, dafs nur in un- 
endlich kleinen Theilen desselben, und namentlich auch nur in unendlich klei- 
nen Theilen seiner Oberfläche, der Werth von bV um eine endliche Gröfse 
von einem constanten * Werthe C abweichen könne. 

Nach diesen Bemerkungen reducirt sich die Gleichung (28.) auf 

Wenn wir nämlich die vom Punkte a, ß, y auf die Tangentialebene von dm 

gefällte Normale n nennen^ ist t~= , und — ^ry-rfco = — ^ gleich 

dem Volumen eines Kegels, dessen Grundfläche dta und dessen Spitze ay ß, y 
ist. Deshalb ist: 



-t/4 



diu == S. 



Setzen wir jetzt voraus, der Raum S habe eine Oeffnung, die in einem nabe- 
hin ebenen Theile der Wand gelegen sei, dessen Ebene wir äufserlich un- 
endlich verlängert und den freien Raum nach einer Seite begrenzend voraus- 
setzen, wählen wir wie frflher diese Ebene als Ebene der y% und verlegen den 
Anfangspunkt der Coordinaten in die Oeffnung selbst. Nehmen wir ferner an, 
dafs die Vibrationen des Hohlraumes erregt werden durch einen Schallwellen- 
züg, der gegen die Oeffnung schlägt. Wir müssen nun an der Oeffnung den 
Werth von V so bestimmen, dafs er aufsen und innen continuirlich wird und 
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im Innern in einer gegen die Dimensionen der Oeffnung grofsen Entfernung 
in den constanlen Werth Ccos(27in/) übergebt. 

Es sei h eine Gröfse, welcbe in verscbiedenen Punkten der Oeffnung 
der Röhre verscbiedene Werthe hat Wir setzen, indem wir die Integration 
aber die Fidche der Oeffnung ausdehnen, ffir den freien Raum 

(29.) W =yAH5^^E*!:^p^^ 

Dieses Geschwindigkeitspotential stellt einen Zug ebener Wellen dar, die an 
der y2r-Ebene reflectirt sich in stehende verwandeln, und ein System fort- 
schreitender Wellen, welche von der .Oeffnung ausgehen. Statt der unendlich 
ausgedehnten ebenen Wellen läfst sich übrigens ebenso gut die etwas allge- 
meinere Voraussetzung der Gleichung (16.) hier anwenden, dafs nämlich die 
Wellen von einem weit von der Oeffnung entfernten fönenden Punkte aus- 
gehen, dann bekommen sie, wie dort gezeigt, dicht vor der Oeffnung die in 
(29.) angenommene Form. 

An der y^-Ebene ist aufserhalb der Oeffnung -^—=0, in der Oeffnung 

dW 
(29^) ^ = — 271 A cos (27111/) 

und annähernd 

(29*.) ^= [y'^rfai + fl]cos(27i»/)4-[*yArfcu4^j]sin(27rwO. 
Innerhalb des Raumes j9 setzen wir dagegen 

(29^) y = [c-y*.^^^rfui]cos(27inO. 
Dann ist in der Oeffnung 

m dW 

(29*0 ^ = — 271 A cos (271 nt ), 

(29*0 y = [C -J^^] cos (271 nt ). 

Die Wertbe von —^ aas (29°.) nnd (29*'.) sind identisch. Damit auch die 
von W aas (29^) und (29'.) identisch seien, mufs sein: 

(29^.) J^kfhdm = 0, 

(29^.) C-H=%f^- 

9* 
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Es mufs also die Gröfse h fflr die einzelnen Punkte der Oeffnung so bestiromi 
werden, dafs ihre Potentialfunction innerhalb der Oeffnung constant wird. Die 

Bedingung endlich, dafs -^=.0 ist längs der Oberfläche von jS^ mit Ausnahme 

der Mündung, wird durch die Gleichung (29"".) erfüllt, wenn die Wand, in der 
die Oeffnung sich befindet, so weit merklich eben ist, als das Potential von h 
nicht gegen C verschwindet. 

Endlich wird fflr diesen Fall die Gleichung (28'.) 

(29\) 2;i/Arfa> = k^CS. 

Aus (29^0 und (29'*.) folgt 

(29'.) J=-*^. 

Nennen wir nun M die Masse, weiche nöthig ist, um, auf der Fläche der 
Oeffnung passend vertheilt, in dieser die Potentialfunction constant gleich 1 
zu machen, so ist 

(29*.) J/ida) =^ \{C—U)M, 

da die Dichtigkeit h nach (29^.) den Potentialwerth \{C—H) hervorbringt. 
Wir haben also nach (29^.) 

(29'.) J^\k{C-H)M = 0. 



Das Maximum des Potentials der stehenden Wellen im freien Räume ist ^W'\'J^y 
das Maximum in dem Hohlkörper ^ ist C. Aus (29'.) und (29^.) folgt 

Dieses Verhältnifs erreicht seinen Minimalwerth, die Resonanz wird also am 
stärksten, wenn das erste der beiden Quadrate, gegen welches im Allgemeinen 
das zweite verschwindend klein ist, gleich Null wird. Die Bedingung fflr das 
Maximum der Resonanz ist also: 

(30.) nM = k^S, 

oder wenn wir statt k seinen Werlh setzen durch die Schwingungszahl n und 
die Schallgeschwindigkeit a ausgedrückt 

(3«.) * = ^ , 
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2 a^M 



so isl: 

Ist die Oeffnung kreisförmig, so ist (s. (23^) und (^3^)) 

^ = -IT' 
oder, wenn wir die Fläche der Oeffnung mit s bezeichnen, 

n f n ^ 

4 



n 



y2/«vs 



Wenn wir für die Schallgeschwindigkeit den Werth 332260"*" (entsprechend 
0" und trockner Lufl) nehmen, so wird 

n = 56174 ^* 



während Sondhaufs aus seinen Versuchen fär n die empirische Formel filr 
kreisförmige und quadratische Oeffnungen herleitet: 

n = 52400^, 

worin nur der von Sondhaufs gegebene Zahlencoefficient halbirt ist, weil 
Sondhaufs nach der Art der französischen Physiker die Schwingungszahlen der 
Töne doppelt so hoch nimmt, als es nach unserer Bezeichnungsweise geschieht. 

Noch besser stimmt die Berechnung för einige Versuche von Wertheim, 
bei denen das Verhfiltnifs der Oeffnung zum Volumen des Hohlkörpers noch 
kleiner ist, als bei den Versuchen von Sondhaufs. Ich habe aus den Ver- 
suchen, welche er mit drei verschiedenen Glaskugeln angestellt hat*), deren 
Volumen durch Eingiefsen von Wasser verkleinert wurde, diejenigen nach 
der theoretischen Formel berechnet, bei welchen der Durchmesser der Oeffnung 
weniger als -^ des Durchmessers einer Kugel war, deren Volumen dem des 
Hohlraumes gleich ist, und setze die Zahlen hierher, um zu zeigen, wie gut 
die theoretische Formel mit den Versuchen übereinstimmt. 



*) Annales de Chimie et de Pbysique Ser. 3, Tome XXXI, p. 428. 
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Darchmesser 

der 

OefTnung. 


Volomen 
dei Hohl- 
raumes in 
Cnb. Centm. 


2n 

beobachtet berechnet 


A 


Erste Kugel. 


' 20*""* 


6528 


184,2 


193,1 


0,020 


Volumen 6528". 




5712 


206,4 


206,4 


0,000 


Temperatur 24". 




4896 


218,8 


222,9 


0,008 


a — 346550. 


k 


4080 


232,9 


244,2 


0,021 


f 


JQm« 


2030 


234,9 


242,3 


0,013 






1827 


262,6 


255,5 


0,012 






1624 


285,1 


270,9 


- 0,022 


Zweite Kugel. 




1421 


300,5 


290,3 


- 0,015 


Volumen 2030". 




1218 


320,0 


312,9 


— 0,010 


Temperatur 18". 




1015 


345,0 


342,7 


-0,003 


a — 343030. 




812 


372,6 


383,2 


-f 0,008 






609 


416,3 


442,5 


0,026 




15"" 


2030 


286,0 


296,8 


0,016 




k 


1827 


298,7 


322,8 


0,020 




gmin 


715 


328,2 


317,4 


— 0,015 






615 


340,4 


342,2 


+ 0,002 


Drille Kugel. 
Volumen 715". 
Temperatur 20^'.' 
a — 344210. 




515 
415 
315 
215 
115 


373,7 
416,3 
481,2 

581,8 
766,5 


374,0 
416,6 

478,2 
578,8 
791,4 


0,000 
0,000 

— 0,003 

— 0,002 
+ 0,014 




10"'" 


715 


384,4 


409,7 


0,028 




>. 


615 


411,6 


441,8 


0,031 



Zur Erleichterung der Yergleichung sind in der letzten Rubrik unter A 
die Logarithmen des berechneten n dividirt durch das beobachtete n hinzu- 
gefOgt. Der Logarithmus des halben Tones ^ beträgt 0,028. Die Wertbe 
von A zeigen, dafs nur bei den verhditnifsmäfsig zur Oeffnung kleineren Wer- 
then des Volumens die Differenz zwischen Rechnung und Beobachtung sich 
einem halben Tone nfihert. 

Für Ellipsen von der Excentricität $ und der grorsen Axe R ist die 
Masse M, welche, auf der Fläche passend vertheilt, in dieser das constante 
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Potential 1 giebt *), 

worin K^ das ganze elliptische Integral erster Gattung für den Modul e be- 
zeichnet. Es wird also nach (30^) für Hohlräume mit einer elliptischen 
Oeffnang 

oder wenn man den Flächeninhalt s der elliptischen Oeffnung einfährt und setzt : 
so wird 



/ n aVs 

Der Werth von n^ Ist also von dem für eine kreisförmige Oeffnang gültigen 

durch den Factor ^^, verschieden, und da dieser Factor gröfser ist als 1, 

so wird der Ton einer elliptischen Oeffnung von gleicher Flftche etwas höher 
als der einer kreisförmigen. 

Hat der Hohlraum noch eine zweite Oeffnung, die ebenfalls in einem 
nahehin ebenen Theile der Wand liegt, so setze man für den fiufseren vor 
ihr liegenden Raum 

in dem ihr benachbarten Theile des inneren Raumes 

Es sind wie vorher an der Oeffnung die Werthe von -^ übereinstimmend, 
die Werthe von !F werden: 

y = y!*i^ . cos (271 n/— t) -f *yÄi ito 

Es mufs also sein: 

*) S. Claunius in Poggendarffs Anoalen LXXXVi S. 161. 
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und setzen wir wie bei der ersten Oeffnung in (29^) 

so wird in den von der Oeffnang entfernteren Stellen des inneren Raumes 

W = CiCOS(27rn/ — t)-1- jArCiM,sin(27rn/— 7). 

Dies mufs aber gleich werden dem froher festgesetzten Werthe von W im 

Innern der Kugel: 

W = C cos (271110. 
Daraus folgt, dafs 

Ci[cosT — ^AilfiSinr] = C, 

sinr-f^ÄilfiCOST = 0. 

Aus der zweiten Gleichung folgt, dafs r sehr klein ist, und demgemäfs aas 
der ersten, dafs mit Vernachlässigung kleiner Gröfsen 

Nun wird aus Gleichung (28'*.) 

f^diD = 2nJhd(jj^2nJh,d(o = k'CS 
oder 

dazu 



(31.) nM{C-W)-\-7im,C = k'VS, 

k'CS 



J = - 



2n 



Cöl .) —j^ = 5^5^g5 + — 

Damit — ^ — ein Minimum werde, und die stärkste Resonanz ein- 

\j 

trete, setzen wir 

(31*.) n{M-\-M,) = k^S, 

durch welche Gleichung die Tonhöhe der stärksten Resonanz bestimmt ist, 
wie es in (30.) för eine Oeffnung geschehen war. Diese Gleichung stimmt, 
wenn die Oeffnungen geometrisch ähnlich sind, mit dem von Sondhaufs aas 
den Versuchen abgeleiteten Gesetze. Sind beide Oeffnungen congruent, so 
verhalt sich die Schwingungszahl des Körpers zu der desselben Körpers mit 
einer Oeffnung, wie ]/2:l. Der Ton ist also im ersten Falle um eine ver- 
minderte Quinte höher als im zweiten Falle, was genau mit einigen Ver- 
suchen von Sondhaufs^) äbereinstimmt. 
Heidelberg, im März 1859. 

*) Poggendorffs Annalen LXXXI S. 366. 
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Zur Theorie der Trftgheitsmomente und der 

Drehung um einen Punkt. 

(Von Herrn A. Clebsch zu Carlsrube.) 



JJie Theorie der Trägheitsmomente läfst sich in eine Beziehung za 
der Theorie der confocalen Oberflächen setzen^ welche einige bemerkens- 
werthe Folgerungen mit sich fOhrt. Bezeichnen wir durch M die Masse des 
Körpers 5 durch Mf^, Mb'^, JUc^ die Trägheitsmomente fflr die drei Haupt- 
axen^ welche man durch den Schwerpunkt legen kann, so dafs a, b, c fOr 
diese Hauptaxen diejenigen Längen bezeichnen, denen man bisweilen den 
Namen der Trägheilsradien beigelegt hat. Sind ferner a, ß, y die Winkel 
welche eine durch den Schwerpunkt gelegte Drehungsaxe mit den Hauptaxen 
bildet, so ist das Trägheitsmoment fflr diese Axe bekanntlich 

(1.) M = ilf(a'cos'a4-*^cos^/9-|-c^cos». 

Ist ferner ff der Trägheitsradius für diese Axe und sind n, v, w die 
Ebenencoordinaten derjenigen Ebene, welche die Drehungsaxe zur Normaler 
hat und vom Schwerpunkte um q entfernt ist, so hat man die Gleichungen 

(2.) cos Ä = — ifu^ cos /9 =3 — pr, cos y = — ^tv, 

und die Gleichung (1.) geht fiber in: 

(3.) 1 = Ä^fi^ + Ä^rHi:'«^. 

Dies ist die Gleichung eines Ellipsoides, dessen Hauptaxen a, b, c sind, 
und welches in Pnnktcoordinaten die Gleichung hat: 

Dies Ellipsoid, welches dem Folgenden zu Grunde gelegt werden soll, will 
ich das zweite CentndeUipsoid nennen, im Gegensatz zu dem sonst be- 
trachteten, dessen Radien den Quadratwurzeln der reciproken Trägheitsmomente 
proportional sind. Man hat also zunächst den Satz: 

Satz 1. 
Das Loth, welches vom Schwerpunkte auf eine Tangentenebene 
dieses Ellipsoides gefällt wird, ist gleich dem Trdghmtsradius für die 
Drehungsaxe, welche das Loth selbst darstellt 
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Ich will jetBt die Hanptaxen aofsiiGhen, welche man durch irgeid einea 
aaderen Punkt des KArpers ffihreH kann« Sind die Coordinaten dieses Punk- 
tes X, y, z, so wird der Aasdrock fOr das Trflgfaeitsmoment einer Axe^ 
welche durch ihn gelegt ist, erhallen, indem man zu (1.) den Ausdruck Md^ 
hinzufagt, wo d den Abstand der neuen Drehungsaxe vom Schwerpunkte aus- 
drückt. Daher nimmt der neue Trägheitsradius den Werth an: 

(5.) Q^ = Ä^cos^a-f A^os'/9-|-c'cos'y -{■(•^^+)^+*')""(^ eo8a-\-ycoBß'\'Zeo8 y)% 
oder, wenn man x^ -]~ y^ -f ^^^ = r' setzt und wieder Ebenencoordinatea ein- 
fflhrt, fflr welche der Punkt {x, y, x) der Anfangspunkt der Coordinaten ist, 

Dies ist wiederum die Gleichung eines Ellipsoides, welches den Punkt {Xjy,9) 
zum Mittelpunkt und die TrSgheitsradien der durch ihn gelegten Axen zu 
Normalen der Tangenteaebenen hat. Um die Hauptaxen dieses Ellipsoides 
oder die Richtungen der Drehnngsaxen mit gröfslen und kleinsten Trfigheits* 
momenten zu finden, ist nur der Ausdruck 

zu einem Minimum zu machen. Dies giebt ffir die Richtung und Gröfse des 
fraglichen Radius aus (5.): 

(o* -f*^ — P^) cos a = x(xco8a-\'yeo9ß'{-zcos/)^ 

(b'^ -{- r^ — i/!^) cos ß = y{xeo9a'\'ycosß'\' zcoay)^ 

(€^'\'r^ — i/!^)eo8y = 2r(a?cosa-f X^os/^-fisrcos/), 

wodurch sich die cubische Gleichung fflr q^ ergiebt: 



.1 ^,t ^u 



während 

(8.) cosa:eos/9:cosy = a'^r^-Q^ ' ^'+r'-9' ' c'-fr^-g* ' 
Daher hat man den folgenden Satz: 

Satz 2. 

Die Hauptaxen des Ellipsoides (6.)? d. A. die Maximumswsrthe 

der Trdgheitsradien fUr den Punkt {x, y, z) fallen in die Richtung der 

Normalen der drei zu dem Centralellipsoid (4.) confocalen Ober/ldcAen, 

welche sich durch diesen Punkt legen lassen. Die Gröfsen dieser Haupt» 
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axen eind |/r* -|- V, yV^Hh7^> i^ + ^^ wenn l, fi, v die Parameter der drei 
con/bealen Oherfläehen sind, und r die Entfernung des gegebenen Punktes 
vom Schwerpunkt bedeutet. 

Ans der Form der Gleichong (7.) folgt ferner, in Bezog auf die Gröfse 
der flaqpttrflgheitsradieD, indem a^b'^c voraasgeselzt wird: 



Satz 3. 
Von den Mauptträghmtsradien für den Punkt {x, y, z) ist immer 

einer kleiner als yc^-f^» ^^^ zweiter liegt zwischen y^'-}'^ ^^^ V^^T^ 
der dritte zwischen -^b'^-^-r^ und -^tf^t^. 

Man Icann aber daa.Ellipsoid (6.J seinerseits als Basis eines confocalen 
Systems ansehen und die drei diesem confocalen Oberflflchen aofsncben, welche 
dorch den Schwerpunkt, den lOttelpnnkt des ersten Systems, gelegt werden 
können. Nach einem bekannten ReciprociCätsgesetze, welches für solche Systeme 
fditig ist, kann man dann den Satz aufstellen: 

Satz 4. 

Kennt man das Ellipsoid (6.^ fUr irgend einen Punkt des Kör^ 

pers und führt drei ihm confocate Oberflächen durch den Schwerpunkt, 

so sind die Normalen dieser drei Oberflächen die Richtungen der Haupt'' 

axen des Schwerpunktes und wenn l, m, n die Parameter dieser Oberflächen 

'^mmmmmm^mmmmm mmm^mmmmu^mm^^ ^Mi^BaBaHBwaB 

bezeichnen, so sind yP — r^, ym^ — r^, ^n^ — r^ die Werthe der Haupt- 
trägheitsradien für den Schwerpunkt. 

Diese Construction gilt auch noch, wenn man fflr den Schwerpunkt 
einen beliebigen Punkt annimmt, welcher auf der Verbindungslinie desselben 
mit dem gegebenen Punkte liegt. Nur ist dann an die Stelle des Ellipsoides (6.) 
ein anderes zu setzen, welches ihm Ähnlich ist. 

Die Gleichung (7.) ist noch in einer anderen Weise bemerkenswerth. 
Sucht man nämlich diejenigen Punkte des Körpers auf, welche einen Haopt- 
trSgheitsradius gemeinsam haben, so hat man in der Gleichung (7.) nur q als 
constant zu betrachten. Diese Gleichung stellt dann eine Oberfläche von 
demselben Char acter dar wie die in der Optik betrachtete Oberfläche, 
deren Radien die Fortpflanzungsgeschwindigkeilen der Strahlen in kry-- 
stallinischen Medien angeben; und während man dem Parameter (i verschie- 
dene Werthe beilegt, erhflit man ein System von gewissermafsen confocalen 
Oberflächen dieser Art, welche sich in drei vollkommen gesonderte Klassen 

10» 
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scheiden, jenacbdem if^ zwischen ir' and V^ oder zwischen 6^ and a^ liegt, 
oder endlich gröfser als ti^ ist. Die in der Optik betrachtete Oberflfiche ge- 
hört zu der letzten Klasse. 

Sucht man nan solche Punkte des Körpers auf, fflr welche zwei Haupt- 
trägheitsradien einander gleich werden, so mflssen für diese Punkte die Glei- 
chungen (8.), welche die Richtungen der Hauptaxen angeben, unbestimmt 
werden, d. h. es mufs einer der Fälle eintreten: 

a? = und a*-j-r^ — (i' = oder 
y = und 6^-j-r' — (i* = oder 
z = Q und c^-f-r* — (>'==0. 

Die Curve, auf welcher der Punkt {x, y, z) liegen mufs , hat dann also eins 
der folgenden drei Systeme zu Gleichungen: 

ar = und 1 = -t^^^ — r-f-i r oder 

y = und l=-^j^4--j^ oder 

ar = und 1 ==-V^ + -ii^- 

ar — c" ' 6* — c* 

Diese Curven, von denen die erste imaginär, die zweite eine Hyperbel, die 
dritte eine Ellipse ist, sind keine andern, als die Focallinien der Oberflfiche (4.3. 
Man hat also den Satz: 

Satz 5. 

Diejenigen Puhkte, für welche zwei Hauptträgheitsmomente gleich 
werden, bilden die Focallinien des Centralellipsoides (4.). Und zwar 
sindj wie aus (8.) folgt, die Richtungen der beiden gleichen Hauptaxen 
die Tangente der Focalcurve und eine Axe des Ellipsoides (4.), während 
die ungleiche Axe die Normale der Focallinie im Hauptschnitte wird. 

Man bemerkt leicht, dafs dieselben Punkte zugleich die Reihe von 
Doppelpunkten constituiren ^ welche das Oberfldchensgstem (7.) aufweist. 
Die Doppelpunkte der optischen Oberflfichen bilden die Focalhyperbel ; die 
Focalellipse gehört denjenigen Oberflfichen an, für welche (»^ zwischen b^ und 
a^ liegt. Für die Oberflfichen endlich, bei denen p^ zwischen c^ und 6^ liegt, 
werden sfimmtliche Doppelpunkte imaginär. 

Für die Punkte der Focalhyperbel sind die gröfseren Trägheitsmomente 
einander gleich, für die Punkte der Ellipse die kleineren. Man sieht, dafs 
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alle drei HaupUrfigheitsmomente nur dann einander gleich werden können, 
wenn diese beiden Cnrven einen Pankt, d. h. ihren Scheitel, gemeinsam haben, 
oder wenn 6s=:<? ist Alsdann gehen zugleich die Focallinien in ein Punkten- 
paar Ober, welches dorch x=ya^ — h^ gegeben ist. Dies ist ein Resui^t, wel- 
ches sehr bekannt ist, aber anf ganz anderem Wege gewonnen zu werden pflegt. 
Das EUipsoid (3.) oder (4.) hSngt mit dem Poin^o/schen Central- 
ellipsoide sehr genau zusammen, so dafs vermöge des geometrischen Princips 
der Reciprocität die fflr das eine gewonnenen Resultate sich anf das andere 
leicht abertragen lassen. Dies führt zu einigen neuen Sätzen Ober die Drehung 
eines Körpers um einen festen Punkt, wenn keine Kräfte auf den Körper wir- 
ken. Einige der hauptsächlichsten dieser Sätze, welche den von Poinsot 
aufgestellten ganz analog werden, sind folgende: 

1. Zieht man in dem Ellipsoide (4.) denjenigen Radius veclor, 
der die Axe den tnittleren Paares der Bewei/ungsgröfsen darstellt, so ist 
die ihr conjugirte Ebene oder die in seinem Endpunkte gelegte Tangen-- 
tenebene die Ebene der Drehung des Körpers, ihre Normale die augen- 
blickliche Drehungsaxe. 

2. Die augenblickliche Winkelgeschwindigkeit ist dem auf diese 
Tangentenebene gefällten Lothe urngekehrt proportional. 

3. Die hänge des betrachteten Radius vector und seine Lage im 
Räume bleibt während der ganzen Bewegung conslant. Es giebt also 
einen gewissen Kegel, welcher durch den Schnitt des Ellipsoides (4.) mit 
üner Kugel hindurchgeht, dessen Seiten successive die Stelle dieses Radius 
vector einnehmen. (Dieser Satz findet sich schon bei Poinsot^. 

4. Die auf einander folgenden Drehungsebenen des Körpers sind 
die Tangentenebenen einer abwickelbaren Oberfläche, welche gleichzeitig 
zwei Oberflächen zweiter Ordnung mit gemeinschaftlichem Mittelpunkte 
und gleich gerichteten Hauptaxen berührt, von denen eine das Ellip^ 
soid (4.) ist. Diese Oberfläche schuldet jede der im Körper festen Coor- 
dinatenebenen in einem Kegelschnitte. 

5. Dieselben Drehungsebenen umhüllen im Räume einen transscen^ 
denten Kegel mit unendlich vielen Windungen, dessen Spitze in den 
Endpunkt des unter 1. 3. erwähnten Radius fällt. Dieser Kegel ent- 
spricht der Serpoloide Poinsots. 

Carlsruhe, den 22. Februar 18ö9. 
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Note über die Difierentialgleichang der hyper- 

geometrischen Reihe. 

(Von Herrn 5. Spitzer zn Wien.) 



Im vorigen Bande Seite 149 ist eine Abhandlung aus den hinter- 
lattenen Papieren Jaeoiis durch Herrn E. Heine Aber die Differential- 
gleichung 

mitgetheilt worden. Ich habe dieselbe Gleichung in dem speciellen Falle, wo 
a = ß ist, untersucht, und habe gefunden, dafs die Differentialgleichung 

(2.) a?(l-ar)/'+[y-(2a + l):r]/-«V = 
ein Integral hat von folgender Gestalt: 

(3.) y =r= Ci/'V-y(l — ii)y— '(ar — «)— rfw 



+ C^/'w-r (1 - tiy—' (ar-M)- log **^Jj^> du, 

U 

vorausgesetzt dafs diese bestimmten Integrale einen Sinn haben, d. h. dafs 
;'— a ein positiver Bruch, und x so beschaffen ist. dafs (x — uy* fAr die 
Integrationsgrenzen und innerhalb derselben nicht unendlich wird ; C] und C^ 
bedeuten willkflrliche Integrationsconstanten. 

Ich werde, um die Richtigkeit meiner Behauptung darzuthun, den in 
(3.) aufgestellten Werlh von y einer zweifachen Differentiation unterwerfen und 
die so erhaltenen Werthe von y und y" in die Gleichung (2.) substituiren. 
Thut man dies zuerst mit dem ersten particularen Integrale in (3.)) so hat man: 

y =y ti—y (1 — fi)r""* (x — 11)-* du, 







(4.) / / = — aPw-r ( 1 _ ii)r— 1 (x — ii)~""' du, 





und somit 
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ar(l - ar)/'+ [y - (3o -j-l)a?]/- oV 
= u/\'-r{i — ti)y— »(ar — «)— *[:c(a-|-l)(l — x) — y(x — u) 

-f ar(«— ii)(2a+l) — «(ar— «)»] rf«. 
Redncirt man dies, so indet man: 

a?(l-ar)y"+[y-(2«+i)«]/-a»y 
= af^ur-r{i — u)r-*^(x — «)— »[(o — y — ti-fl)x-fy» — om'] du. 

Lifst man die Grensen aufser Aeht^ so liat dieses Integral den Werth 

folglich ist das bestimmte Integral gleieh Nnll, wenn y—a ein positiver echter 
Brndi ist, and folglieh genflgt in diesen FaRe das in (4.) stehende Integral 
der Differentialgleiehnng (2.)' 



loh wende mich nm so dem swdtea partfeolaren Integrale ii 

(5.) y = /'*ii-r(i_«)r— i(a,_«)-logJi^=^rf« 

and erhalte: 

/ = _oy^*ii«-y(l— tt)y— '(a:— I»)— Mogii^^^* 

_y ti— )'(1 — u)t—' (X — n)—' du, 



/» = «(« +1 )/"ti-r (1 -«)r-.-(ar _!,)—» log !!il=^rf« 



somit ist: 



+ (2o + 1 )/"«—»' (1 — u)r-^' (X — «)—■ -«Ai ; 

«(i-a^)r"+l>-(2«+i)*]y'*-«*r 

^Vj-CI— «)>'— \ar— »)^-»[4P(3«4-l)(i— a?)-y(«^«)+a?(2«+l)(x— ii)]^«. 



Nnn folgt durch theilweise Integration: 
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= ti-r+^Cl — ii)r-*(ar~t»)— Mog^i^^^=^ 
folglich fflr Werthe von y — a, die positiv und kleiner als 1 sind: 
= —/" V-y(l —«)''-*-»(«— ii)-"-*[(l —«)(«—«) — u(a?— «)-{- «(1 —«)]<<«. 



Man bat daher nach einigen Rednctionen: 

xii — x)y'-\- [y _ (2a +1) «]/- a'V 
= — «/**«— r(l — «)y— 1 (a? — «)—- ' (X — 2ux + ti") i^w 

ü 

^y'u'-r ( 1 — ii)r— » (iT — 1»)—-» [ar (2a +1 ) (1 — II) — y (X — «)] dm 

oder 

x(l-ar)/'+[y-(2a+l)x]/-«^y 

= /*V-y ( 1 — ii)y-«-* (iT — •!)-«-* [(« — y — II +1 ) a? + yti — all*] rffi, 

u 

was dem frflhern za Folge gleich Null ist ; folglich genflgt wirklich der Glef- 
chang (2.) das Integral (3.)* 

Ist a eine ganze negative Zahl, etwa gleich —m, so läfst sich, wie 
leicht einzusehen, das erste particnlare Integral in folgender Form wieder- 
geben : 

y = ^o+^i^ + via^^^H h^~^^ 

nnter ^u? ^19 ^29 ••• ^m constante Zahlen verstanden. 
Wien, 1859. 
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Bemerkung zur vorstehenden Note. 

(Vom Herausgeber.) 



Die von Herrn Spitzer für den besonderen Fall des Zusammenfallens 
der beiden Elemente a, ß gegebene vollständige Integration der Differential- 
gleichung (1.) der bypergeometrischen Reihe ergiebt sich ohne Rechnung aus 
ihrer Integration im allgemeinen Fall. 

Unter den bekannten auf Seite 152 des vorigen Bandes angefahrten 
Integralen der Differentialgleichung (1.) befindet sich das folgende mit 3) 
bezeichnete : 

x-^F{a,a^\-y, «+ 1 - ß, 1), 

wo das Zeichen F in der von Gavfs eingeführten Bedeutung genommen ist. 
Abgesehen von einem constanten Factor ist dies bekanntlich 

== / «""^ ( 1 — ti)y-''-* {X — w)— du, 

welches der Kürze wegen mit (p{a, ß) bezeichnet werden möge. Dann hat 
man wegen der Symmetrie der Differentialgleichung (1.) in Bezug auf a und 
ß die beiden particularen Integrale 

(p(a,ß) und (p{ß,a). 
An der Stelle des letzteren kann man auch als zweites particulares Integral 

das folgende 

y(g, ^)— y(Att) 

betrachten, dessen wahrer Werth für a = ß 

_ \ dq>{a,ß) dq>(a,ß) ) 

~ \ da dß S^a^ßy' 

d. h. nach Einführung des bestimmten Integrals, welches mit (p{a,ß) bezeich- 
net worden ist, 

= y^'u'-r ( 1 - ti)y— ' {X — ti)-« log ^^'j7j'^ du 

gefunden wird, während das erstere in (p{a,a)^ d.h. in 

/*V-y(l — u)r-^-\x — u)^ du 

übergeht. So erhält man die beiden particularen Integrale der Differentialglei- 
chung (2.), welche Herr Spitzer durch wirkliche Differentiirung verificirt hat. 



Joanial für Mathematik Bd. LVII. Heftl. 11 



82 



Ueber die Integration der Differentialgleichung 

durch bestimmte Integrale. 

(Von Herrn S. Spitzer zu Wien.) 



MLummer hat im lO'^*" Bande dieses Journals die Gleichungen der Form 

rfx" -^ 

auf eine sinnreiche Weise in dem Falle integrirl, wo m eine ganze positive 
Zahl ist. In dem hier vorliegenden Aufsätze will ich zeigen, wie sich die 
Gleichung 

(1.) ^""0 = *r. 



wo f = + 1 und m eine ganze Zahl ist, die >> 2n, durch eine Methode, die 
die grOfste Analogie mit der Kymmerschen hat, integriren läfst. 

Es sei 

(2.) z = y;{x) 

das complete Integral der Gleichung 
so hat man ffir die Gleichung 



folgendes Integral: 



(4) ^'" 4f- = - ^y 



^m^n 



(5.) y = f vT'^e *^""*V^(^)rftt. 

wenn man nur zwischen den it-fl willkflrlichen Constanten, die in Folge der 
Gleichung (3.) in dieses Integral eintreten, eine gewisse Bedingungsgleichung 
aufstellt. 

Um dies zu beweisen, bringe ich die Gleichung (4.) in folgende Form : 

und differentiire diese. Man erhfilt alsdann: 






»* 
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oder mit 3?""+* maltiplicirt: 

Setzt man hierin den in (5.) stehenden Werth, so hat man, da 



^m-n 



y =f W^-'e ^->(-^)rfti. 



^m-n 



^=/V-. ->'(^)rf«. 



u 






ist, folgende Gleichung: 



»"•"-" 



(7.) ar^+y^ t*"-"-^« "»-"i/;C-+*)(— )rffi 

u 

U 

Die Gleichung (3.) Ififst sich auch so schreiben: 
und hieraus geht hervor: 

Wird nun der sich hieraus ergebende Werth von a?'""*^*i^^"+*^(— ) in die Glei- 
chung (7.) eingeführt, so erhalt man 



tt*"*"" 



(8.) y u^^-'^-'e «-^i^(£-)rfti 

u 
• u 

welche Gleichung identisch ist, wenn 



»*" 



u'^e «1— n 



v(t) 



sowohl fflr «<=0 als auch ffir ti =: oo verschwindet. Denn man bat: 

11* 
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^[n"e "•- "v/(^-)] = IM«"-'« "•- ",^,(^)_tt»'-— '* "•- >(^) 





vT' 


'■ Ht)] ■ 






III- 
m- 

— n 


-n 


'"e 


m- 


-n 



.m— n 



-^(v)- 



welche Gleichung, nach ti von bis oo integrirt, unter der gemachten Vor- 
aussetzung ein mit (8.) Obereinstimmendes Ergebnifs liefert. 



Beispiele. Die Gleichung 

(9.) x^"^'^ = « 
hat zum Integral: 

(10.) 5:=:ar"LCi^ '+C,iJ *+--+Cn+i^ ' J, 
woselbst 

die Wurzeln der Gleichung 

/i"+* = 1 

sind, und Ci, C2, ... C^^^i willkürliche Coostanten bedeuten. Man überzeugt 
sich von der Richtigkeit des Integrals (10.) am einfachsten dadurch, dafs man 
die Exponentialgröfsen in unendliche Reihen verwandelt, dieselben mit x^ 
muhiplicirt, und dann diese Reihen in die Gleichung (9.) einführt. 
Die Gleichung 

(11.) a--Ä = -y 
hat zum Integral: 

(12.) y = x^f^u-e •• + HC,€f ^\C^e ' J^...\C,^,e ' \du, 

wo wieder fii^ fh^ ... ^„+1 die n-j-l Wurzeln der Gleichung fi^^^^^^i sind, 
und C|, C2, ... C„^i willkürliche Constanten bedeuten, zwischen denen eine 
gewisse Bedingung obwaltet, die nun aufzustellen ist. 

Zu dem Behuf e subslituire ich das gefundene Integral (13.) in die 
Gleichung (ll.)? werde aber vorher der Einfachheit halber das Integral (12.) 
umgestalten. Denn da y sich folgendermafsen schreiben läfst: 
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so erhsit man durch tbeilweise Integration: 

falls 

gesetzt wird, oder in vereinfachter Form: 

Entwickelt man die Exponentialgröfse e ^ \vl eine Reihe, so hat man 



und dies giebt nmal differentiirt, unter Berflcksicbtigung der Gleichungen: 
folgenden Werth: 



rf«^ 








oder mit ar^"'^^ multiplicirt : 



ü '=• 



was vermöge der Gleichttog (12.) in 

(11.) *'"-^*^ = ~y 

übergeht. Es ist demnach das complete Itategral der Gleichung (11.) 



wo zwischen den n-fl Constanten Ci, C2, ... C„^.i die Bedingungsgleichung 
obwaltet. 
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Nun ist es leicht das Integral der folgenden Gleichung: 

C130 x-^=y 
aufzustellen, denn man hat hierfür 

worin y^(—) auf folgende zwei Arten dargestellt werden kann: 



und wofQr die Bedingung 

^1 -f C'2 -f • • • "f Ci+i = 
statt findet. Somit ist das Integral der Gleichung (13.): 

(14.) r = 

oder in anderer Form: 



(15.) > == -x-'yy%v "+' kx//x« ' +c,,i,e * + 



• • • 






• • • 



Schreibt man 



v^e " + * dv = —de "+* , 



so läfst sich das Integral in (15.) durch theilweise Integration folgendermafsen 
darstellen : 

(16.) y = ^""^l/J^^e " + * [C\iMl€f ^ +C,/i^^ ' 4-... 



O 



^\■C,^l^lUle 



\du4t. 
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falls zwischen den n-\-\ Constanten noch die Bedingungsgleichnng 

Stattfindet. — Dieses in (16.) aufgestellte Integral bat n-f 1 willkQrliche, nur 
durch zwei Bedingungen beschrankte Constanten und leistet der Differential- 
gleichung (13.) GenOge. Denn man hat: 

und somit: 

'^* 

Diese Gleichung mit x^" multiplicirt giebt: 
was vermöge der Gleichoog (14.) übergeht in: 

08.) ^^ = r. 

Somit hat man für das Integral der Gleichung (13.): 



. • • 



u u 



mit folgenden zwischen den Constanten stattfindenden Bedingungsgleichungen: 
Wien, 1859. 
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lieber einige geometrische 8fttze. 

(Von Herrn von Staudi zu Erlangen.) 



1 . llas Prodoct aus dem Inhalte IT eines Tetraeders ABCD in den 
Halbmesser r der um dasselbe beschriebenen Kugelfläche ist durch die drei 
Producle DA.BC, DB.AC, DC.AB bestimmt. Bezeichnet man diese Pro- 
ducte durch a, b, c, die Hälfte ihrer Summe durch s und die Quadratwurzel 
aus dem Producte s{s — a){s — b){s—c) durch (o, so ist 6i7.r = (o*). 

Wenn nämlich die eine von zwei zu einander parallelen Ebenen, welche 
den Abstand h von einander haben, die erwähnte Kugelfläche im Punkte D 
berührt, so schneidet die andere die Geraden DA, DB, DC in drei Punkten 
2I,, ß,, Cj, so dafs 

DA . DA^ = DB . DB, = DC. DC, = 2rh 
ist. Wenn man ferner den Inhalt des Dreiecks A^B^Ci durch A|, den In- 
halt des Tetraeders A,B,C,D durch i7^, das Product DA.DB.DC durch /i 
und das Product DAi.DB^.DC, durch p, bezeichnet, so ist: 

3i7i = AiÄ, np,=in,p, pp,z=Sr^h?. 
Da nun wegen Aehnlichkeit der Dreiecke DBC, DC^B, die Producte DB.Bfii^ 
DCx.BC einander gleich sind, so folgt, wenn man beide mW D A . DC mv\i\^ 
plicirt, dafs p.BiCi = 2rAa ist. Da ebenso p.AiCi^=2rhb und p.A^B, 
= 2rÄc, so ist p'^^i = 4r'Ä'cü, demnach SUip^ = Ar^ h?(o, also auch 
3fTppi = 4r^h^a} und mithin 6ITr = w. 

Ist /i = -^, folglich 2r/i = -|^, so ist 

2r.DA,^DB.DC, 2r.DB,=^DA.DC, 2r.DC,= DA.DB, 
2r,Ä,C, = a, 2r.AiCi = b, 2r.Aft, = c, 

4r^A, = a> und mithin 77= JrAi. 

2. Ist A der Inhalt des Dreiecks ABC, u aber das Product aus der 
kleinsten DP und gröfsten DQ von allen Strecken, welche von dem Punkte D 
an den Umfang K des um das Dreieck ABC beschriebenen Kreises gezogen 
werden können, so ist Au = a}, wo w den vorigen Ausdruck bedeutet. 

Wenn nämlich der Punkt D aufserhalb der Ebene ABC liegt und von 
derselben den Abstand d hat, so ist nach dem vorigen Satze 2Adr = (o. 

*) Vergleiche Crellc ^alhematische Aufsätze I, p. 117) und Joachimsihal Bd. 40, 
p. 33 dieses Journals. 
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Da aber r airch der Halbmesser des um das Dreieck DPQ beschriebenen 
Kreises ist, so ist nach einem bekannten Satze 2dr=J)P.DQ und folglich 
^u=^w. Liegt der Punkt D in der Ebene ^JffC aber aufserhalb der Kreis- 
linie K, so seien 4i9 ^m ^i diejenigen Punkte dieser Linie, welche aus 
den Punkten A, B, C durch die Genien AD, BD, CD projicirt werden. 
Wenn man nun wieder das Product DA.DB.DC durch p, das Product 
DAi.DB^.DCi durch pi und den Inhalt des Dreiecks AiB^Ci durch A| 
bezeichnet, so hat man die Gleichungen: 

DA. DA^^ DB. DB, = DC.DC, = u, 

p.BiCi = tia, p.A,Ci^=uby p.AiBi=:uc, 

woraus hervorgebt, dafs /i^A^=V€i) ist. Weil aber die Dreiecke ABC, 
AiBiCi in einen upd denselben Kreis beschrieben sind, so ist 

A AB JC BC _DA DC DB _ P ^£^ 



A, ~ A,B, * A,C, 'ISJJi' Üä/IFI^* IM^ ~ p, u 

mithin Ati = Ai*A- = co. 

Wenn endlich der Punkt D in der Linie K liegt, so fftllt P mit D 
zusammen, daher in diesem Falle DP und also auch ti=:0* In diesem Falle 
ist aber das gröfste der drei Prodncte a> b, e der Summe der beiden Obri-* 
gen gleicb und daher auch €u = 0. Bemerkt wird noch, dafs, wenn der 
Punkt D von allen Punkten der Linie K gleich weit absteht , untc^r ti da^ 
Quadrat dieses Abstandes zu verstehen ist« 

3. Wenn m das geometrische Mittel zwischen der kleinsten und gröfs- 
ten von allen Strecken ist, welche aus dem Punkte D an eine durch die drei 

Punkte A, B, C, aber nicht durch den Punkt D gehende Kreislinie gezoge*n 

DA BC 

werden können, so hat das Dreieck, dessen Seiten die Lingen '- ^ 

DB.AC DC.AB_ ^^^^^^ ^.^ ^^^ Dreiecke ABC gleichen Inhalt. Ist ABC 



m ^ m 
ein gleichseitiges Dreieck, so bat das gleichseitige Dreieck, dessen Seite m 

Ist, mit dem Dreiecke gleichen Inhalt, dessen Seiten den Strecken DA, DB, 

DC gleich sind. 

4. Entsprechen den Punkten A, B, €, D der einen von zwei Kugel- 

flachen, welche projeclivisch auf einander bezogen sind, die Punkte A^^ JB^^ 

Ct, Dl der anderen, so ist, wie sich leicht nachweisen läfst: 

DA.BCiDB.ACiDC.AB = D,A,.B,Ct:D,B,.AiC,:D,C,.AiB,. 
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Zwei 8fttze über das gröfste Prodact aus ganzen 

Zahlen von gegebener Summe. 

(Von Herrn Oetiinger zu Freiborg i. B.) 



1. Um unter allen Prodncten aus r positiven ganzen Zahlen Ton 
gegebener Summe A^ das gröfste zu erhalten, bringe man iV in ganzen Zahlen 

auf die Form 

N = rk — y 

und zwar in der Art, dafs ffir v sein kleinster nicht negativer Werth also 
eine der Zahlen 0, 1, 2, ••• r — 1 gesetzt wird, alsdann ist das gröfste der 
betrachteten Producle 

(*— l)^Ä'■-^ 

2. Ist die Anzahl r der ganzen positiven Zahlen von gegebener 
Summe N, aus denen das Product zu bilden ist, willkflrUch, und will man 
Ober dieselbe so verfOgen, dafs man das gröfste der unter 1. gefundenen 
Maxime erhält, so setze man in der früheren Lösung k = 9 und gebe dem r 
wiederum seinen in diesem Falle kleinsten nicht negativen Werth, d. h. man 
bringe N in ganzen Zahlen auf die Form 

N = 3r — y 

qnd zwar in der Art, dafs v einer der Zahlen 0, 1, 3 gleich wird, alsdann 
ist das Maximum alter ganzzabligen Froducte von der Factorensumme A^ das 
folgende 



2^3 



r— f 




91 



Gustav Lefeune - Dirichlet. 



9 

i%m 5^ Mai d. J. verloren die mathematischen Wissenschaften in 
Gustav Lefeune^Difieklet ihren tiefsten Forscher. Die Tranerknnde von 
seinem Tode, die sich sogleich durch unser Vaterland nnd in alle fflr Wissen- 
schaft empffingliöhen Länder verbreitet hat, ist den Lesern dieses Journals 
schon bekannt. Aber eine Zeitschrift, in welcher der Verewigte den bedeu- 
tendsten Theil seiner Arbeiten niedergelegt hat, kann nicht mit Stillschweigen 
ein solches Ereignifs vorfibergehen lassen. 

Dirichlet ist wiederum einer fener grofsen Mathematiker, welche der 
Wissenschaft mitten in ihrer vollen Kraft entrissen werden. Seine Schriften 
sind, wie die Gaufsischen, nicht bedeutend nach ihrer Zahl, aber sie bilden 
eine Reihe von Meisterwerken. Schon in seinen ersten Veröffentlichungen 
zeigt sich eine gleichzeitige Beschfiftigung mit den höchsten Theilen der In- 
finitesimal -Rechnung und mit der Theorie der Zahlen. Jede dieser Disci- 
plinen, besonders die erstere, hatte ihm bereits Bereicherungen von hervor- 
ragender Wichtigkeit zu verdanken, als er — im weiteren Verfolg seiner 
Laufbahn — zu der Verwirklichung des tiefen Gedankens gefflhrt wurde, 
beide bis dahin getrennten Zweige der mathematischen Forschung durch Ein- 
fflhrung der Methoden der Infinitesimalrechnung in die Zahlentheorie zu ver- 
einigen. Dirichlet wird fflr alle Zukunft als Erfinder dieser Verbindung 
zwischen Zahlentheorie und Analysis des Unendlichen genannt werden, einer 
Verbindung, die schon «bisher zu den merkwflrdigsten Ergebnissen gefflhrt hat. 
Was auch in anderen Gebieten als unvergfinglicbe Frucht seiner Geistesarbeit 
auf die Nachwelt kommt, hierin wird man immer die höchste Entfaltung seiner 
schaffenden Kraft erkennen. 

Dirichlet gehörte nicht, wie Euler und Jacohi, zu jenen universellen 
Analysten, denen jeder Gedanke zur Formel sich verkörpert und jede Formel 
wiederum zu einem Gedanken Anlafs giebt, auch nicht zu jenen uner- 
schrockenen Rechnern, die durch ein Labyrinth von Formeln hindurch zu dem 
gewflnschten Ziele vordringen, er war vielmehr einer jener wenigen Mathe- 
matiker, von denen gesagt werden kann, dafs ihre ganze Thfitigkeit ein 
Wirken des Gedankens sei. Seine umfassendsten Arbeiten machte er im 
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Kopf^ und höchstens kurze Zwischenrechnungen schrieb er auf einzelne Blatter 
nieder. So ist es gekommen, dafs sich bei seinem Tode von den grofsen 
Entworfen^ mit denen man ihn beschifligt wufste, fast nichts vorgefunden hat 
und nur eine Arbeit hydrodynamischen Inhalts in so fertiger Form, dafs man 
hoffen darf, sie bald veröffentlicht zu sehen. 

Liegt hierin für Jeden ein Grund, den Verlust Dirichlets in gestei- 
gertem Mafse zu beklagen, so kommen für seine SchQler und ffir Alle, die 
ihm nahe standen, noch andere von nicht geringerem Gewicht hinzu. 

Der aufserordenttiche Mann verband mit seinen schöpferischen Eigen- 
schaften eine Lehrgabe, die auf den gegenwfirtigen Zustand der Mathematik 
in unserem Valerlande von durchgreifendem Einflufs gewesen ist. Seine Vor- 
lesungen ^flber die Theorie der Zahlen^', ^flber die nach dem umgekehrten 
Quadrat der Entfernung wirkenden Krftfte'', ^fiber partielle lineare Differential- 
gleichungen^' und ^flber bestimmte Integrale*' werden, nach sorgffiltigen Nach- 
schriften abgedruckt, die besten Lehrbücher Ober diese Gegenstände bilden. 

Die allgemeine Denk- und Handlungsweise Dirichlets war durch 
Einfachheit der Sitten, Bescheidenheit und Wohlwollen bezeichnet. Er war 
von einer Wahrheitsliebe und einer Offenheit, die sich unter allen Verhältnissen 
treu blieben. DafQr geben auch seine mathematischen Schriften Zeugnifs, 
denn er hat nicht blofs die grofsen Ergebnisse seiner Untersuchungen, sondern 
auch die Gedanken, von denen er dahin geleitet worden war, unverhftUt dar- 
gestellt und es so seiden Zeitgenossen möglich gemacht, ihm auf den Wegen, 
die er betreten hatle^ zu folgen. 

Am V'"" Juni 1859. 

Borchardt. 
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lieber die Gleichgewichtsfigur eines biegsamen 

Fadens. 

(Von Herrn A, Clebteh zu Carisruhe.) 



§. 1. 

Allgemeine Gleichungen. 

Uie allgemeinen Principien, mit deren Hälfe Jacobi die Gleichungen 
der Bewegung auf die Auflösung einer partiellen Differentiaigleicbung zuräck- 
gefohrt bat, sobald eine Eräftefunction existirt^ gestatten in demselben Falle 
eine Anwendung auf die Ermittelung der Gleicbgewicbtsfigur eines Fadens, 
welche ebenso auf ein Problem der Yarialionsrecbnung zurfickkommt; und es 
ist nicht ohne Interesse für diese Aufgabe die entsprechenden Betrachtongen 
durchzufahren, zumal dieselben auch für die Rechnung einige Vereinfachungen 
darzubieten scheinen. 

Bezeichnen wir durch da das Bogenelement des Fadens, durch Üds 
die Kräftefunction, endlich durch T die Spannung, welche der Faden in dem 
Elemente ds erfahrt, so sind bekanntlich die Gleichungen, von welcben die 
Gestalt des Fadens abhängt: 

Dieselben erhält man auch aus der Aufgabe, datt Integral 

(2.) f" Vd8 

2^11 einem Minimum zu machen, während die Gleichung besieht: 



C30 (^)'+(|^)'+(^)' = «• 



Zugleich läfst sich aber das Problem auf Integration einer partiellen 
Differentialgleichung zurückfahren, indem man sich eine Function V von 
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^3 y'> ^} ' SO bestimmt denkt, dafs 

dx ar ^dy av rp dz av 



(4.) ) * 






öj: ' ^ rfA ~ ör ' * ds dz ' 

) TT— ^^' ^ ar dx . av dy , av dz 

( ds '^ ax ds "^ dy ds "*" Qz ds ' 

Indem man aus diesen Gleichungen die Differentiale eliminirt, erbalt man die 
beiden Gleichungen: 

(«•) (i^)*+(f)'+(ify=(iF+'^)'> 

deren letztere eine partielle Differentialgleichung ist, von welcher V eine all- 
gemeine Lösung. Enthält diese drei willkürliche Constanten h, a, b, so wer- 
den dann endlich 

n^ _aF _ar x>_ör 

die Gleichungen der Fadencurve, während z, a, ß neue willkflrliche Con- 
stanten bezeichnen. 

Hierbei kann die Kräftefanction V den Bogen s noch in beliebiger 

917 
Weise enthalten, indem derselbe bei Bildung der Differentialquotienten -g-^ 

av au 

-^, •^— als Constante behandelt wird. Ist aber insbesondere U von s frai, 
so darf man in der Gleichung (6.) setzen: 

(8.) |^ = A; 

alsdann nimmt die vollständige Lösung dieser Gleichung die Gestalt 

(9.) V=hs+nx,y,z) 

an, und die erste der Gleichungen (7.) giebt ohne Weiteres den Bogen ata 
Function der Coordinaten: 

(10.) x = *+-|^. 

Da dies in den meisten Fällen eintritt, so wird demnach in der Regel an die 
Stelle der Gleichung (6.) die einfachere: 

(»0 (^Y+(#)-+(^y = (»+p)> 



öjr/ * ^dy y ^ NÖ2 

SU aetsen sein; und die Spannung nimmt den einfacheren Ausdruck 

(12.) r= -A-r 
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an ; ein Ausdrack, welcher wesentlich positiv sein mufs und daher im Allge- 
meinen Beschränkungen für die Werthe der Integrationsconstanlen herbeifährt. 

§. 2. 

Kettenlinie. 

Die einfachste Anwendung dieser Gleichungen bildet die Kettenlinie. 
Ist G das Gewicht der Längeneinheit des Fadens, ferner die Z-Axe vertical 
nach unten gerichtet, so ist U=:Gz, und in der Gleichung (11.) darf man 
dann setzen: 

oder auch, indem man die JTZ-Ebene zur Ebene des Fadens wählt, &=:0; 
wodurch dann 

V = hs -|- ax \fd% >/(Ä \ Gzf — a\ 
Und somit würden die Gleichungen der Kettenlinie aus (?.)•' 






' i{h—Gz) 

Die jSpannung aber ist nach (5.) 

T = —h — Gz. 
Es wäre fiberflSssig die weitere Behandlung dieser Gleichungen zu ver- 
folgen. 

§. 3. 

Faden unter dem Einflufs der Centrifugalkrafl. 

Ich will nunmehr einen Faden betrachten, dessen Endpunkte mit einer 
gleichförmig rotirenden Axe fest verbunden sind. Abstrahirt von der Schwer- 
kraft, kommt allein die Centrifugalkrafl zur Wirkung; und ist also die Z-Aze 
Drehungsaxe, w die constante Winkelgeschwindigkeit, G wiederum das Ge- 
wicht der Längeneinheit, so ist 



FT Gw* /; . , .X G«» 2 



mit r die Entfernung des Elements d^ von der Drehungsaxe bezeichnet. Das 
Integral (2.) nimmt dann die Gestalt an: 

fr'ä.. 

18* 
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und man erhält also den Satz: 

Die Gestall des Fadens wird eine solche, da/s sein Träghütstnoment 

ein Maximum ist. 

Führt man nun in der Gleichung (11.) statt x, y die Polarcoor- 
dinalen r; (p ein, so erhalt man nach einer bekannten Transformationsformel 
die Differentialgleichung : 

WO nur /M = -g — und — /nh'^ an die Stelle von h gesetzt ist. Das Letztere 
ist dadurch gerechtfertigt, dafs die Spannung den Ausdruck 

(14.) T = tJi{h^ — r') 

annimmt, welcher in der That, da er positiv sein mufs, einen positiven Werth 
der Constanten fjJi^ erfordert. 

In der Gleichung (13.) aber darf man nun setzen: 

und so erhalt man fOr die Function V den Ausdruck : 

(15.) F =- -h's + az-\'b(p \f^ ir" (Ä^ - r'f -a^r"- b\ 

indem man den gemeinsamen Factor fi übergeht. Man sieht daher, dafs die 
Gröfse der Winkelgeschwindigkeil auf die Gestalt des Fadens ohne Ein- 
flufs ist 

Die Integrale des Problems werden aber nach (7.) die folgenden: 

= _ -L f (h*—r*)rdr 

(16.) <a = z — al-jz: ^ ^ , 

\ J yr'(h'—ry—a'r^—b* ' 

/?= g>-bf , ^^^ 

Diese Gleichungen zeigen, dafs die ^-Coordinate sich durch ein elliptisches 
Integral der ersten Gattung, der Bogen sich durch eines der zweiten aus- 
drückt, der Winkel (p durch eines der dritten. Oder es drückt sich r rational 
durch sin am (pz) aus, während s, ip durch die Functionen Z und TT mit dem- 
selben Argumente sich darstellen. 
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Um diese Darstellongsweise za entwickeln, ist es zunächst nöthig, die 
Gröfse unter dem Wurzelzeichen zu betrachten. Dieselbe nimmt 

fOr r==oo, r = Ä, r = 

die Werthe an: +00, _(a'Ä^^6^), —b\ 

Die cubische Gleichung 

(^17.) JB = r''(X' — ry — a'r^-b^ = 

hat also jedenfalls eine reelle Wurzel zwischen r^z=zh^ und r^ =z 00, Aber 
da nach (14.) immer r^<ih^ sein mufs, so mufs nothwendig die Wurzel- 
gröfse auch zwischen r^ = und r^^=h^ einen reisllen Werth annehmen, 
mithin, da JR fflr beide Grenzen negativ ist, innerhalb derselben zweimal das 
Zeichen wechseln. Die Gleichung JR = hat. daher drei reelle positive 
Wurzeln, deren zwei kleiner, eine gröfser als A^. 
Setzen wir also 

(18.) R = (r^_p')(r^_o^)(r^_T^), 
wo 

Die Vergleichung von (17.), (18.) giebt dann: 

Ä«— a» = (>V-f o^z^-fr'p*, oder 

= i((> + <r-f T)((> + <r — t)((» — cT-j-T)((> — o — t). 

Damit also a, b, h reell seien, haben q, a, r nur noch der Bedingung zu 
genügen, dafs 

(19.) p^a+T. 

Da nun femer r zwischen a und r liegen mufs, so tcann man setzen: 



(19.) j '' 



^ = a^sin'^BmU'^'T^cos'^amu 



= T^-|-(o* — T^)sin^amti; 
und wenn man dies in (18.) einfahrt, so wird 

JR = (p^ — T^)(a^ — T^f ^amiicos'amtisin^amti. 



(20.) ( rdr du ^2 ^ ^—^ 



t ? 



wodurch die Gleichungen (16.) die Gestalt annehmen: 
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z — a 



(21.) (^e'-^-^- = ^> 



Ferner sei, um das letzte Integral auf die gewöhnliche Gestall der 
dritten Gattung zu bringen, 

(22.) cr^ — T^ = — r'/e sin" am {ic), 
wo dann c stets ein reelles positives Argument darstellt. Daraus erhSil man 
mit Hinzuziehung des Werthes von A:^ aus (20.): 

(23.) a = T J am {ic)^ (> = TCosam(tc). 
Setzt man endlich 

fOA^ ^ ^ — nfi n — _fL__ '* yy^sin^am(iV) + 2(l+*»)sin«Hro"(fF) -3 
(24.) z-a^nv, n—-^==.— ^ sinam(ic) ' 

so kann man nunmehr die Wurzeln q, a, r durch die drei Gröfsen n, k^ c 
darstellen; und wenn man dies in die Gleichungen (21.) einführt, so erhält 
man aus der ersten und dritten: 

{ 1 — (1 -}-**) sin*am (Ic) \ u -f 2Ä*sin* am (ir) / sin^am u du 

s+x ^ 

(25.) { n /*'*sin*am(ic)+2(l+*»)sin«am{ic)— 3 ' 

/j . cos am (fg)^ am (ic) /•** du 

^ ' sin am (ic) J 1 — A'sin*am(ic)sin*amt{* 

Da nun noch, wenn K, E die ganzen Integrale der ersten und zweiten Gat- 
tung bezeichnen: 

/ Ar^sin^amui/ti = (l— -^)fi— Z(w), 

/V du j sin am (ic) jj. . v 
1 — üf*sin*ani(/c)sin*amu ' co8am(ic)//am(ir) ^ * " 

so erhält man schliefslich folgende Formeln, welche r, s und tp durch z und 
durch die Constanten n, k, c ausdrücken: 

r' — 4sin*am(ic) /. »2.1 ,. ^ . o z — a\ 

-t=im-t-4 — /' . I o/j I L9x ' ■ — r^-T — oH* — A:^sin^am(ic)sin*am ) 

u* *'*sin*am(ic) + 2(l-|-* )sm'am(tc) — 3 \ ^ ' n y 



I jj .co8am(ic)//am0r) z — a , •rrf^'^^ •-^ 
.)(^ ' Sinam(fc) w * \ n ^ 

,^^ _ M-(i+**)sin«ain(/c)}5=?+28in»8ra(,»((l-§)^-z(^)) 

» y*'«sin*ain(tc)+2(l-f-ilc';sin*am(ic)— 3 
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Wenn man die sr-Coordinaten von einer 
Höhe an rechnet, bei welcher der Radius r ein 
Maximum erreicht, also a = setzt, so wird 
dieser Radius selbst eine periodische Function 
von z, welche sich nicht ändert, wenn z in — z 
flbergeht, während zugleich s und q> mit z ihr 
Zeichen Andern, und aufser einem periodischen 
Theile noch Glieder enthalten, welche mit z pro- 
portional sind. Die Gestalt der Curve ist also 

die einer Spirale, welche sich der Z-Axe bald mehr, bald weniger nähert; 
die Frojection auf die JE^F- Ebene zeigt congruente und abwechselnd sym- 
metrische Theile, deren Begränzungsradien abwechselnd die Werthe a und r 
haben, und welche immer den nämlichen Centriwinkel umschliefsen. Um diesen 
zu finden, hat man nur den Zuwachs zu bestimmen, welchen (p erfährt, wenn 

um K wächst. Hierzu ist es nicht unzweckmäfsig, sich zuerst einer 




n 



Darstellungsweise zu bedienen, welche Jacobi bei der Rotation eines Körpers 
angewandt hat. Man hat 



sonach ist auch 



GJu—ie) 
©(ii+tc) 



^* = cos2* — isin2*. 



wo der Kflrze wegen 

, a ./cosnm(ic)JBm(ie) , z^,. As — « 

^ ' \ sm am (ic) * ^ 'J n 

gesetzt ist; oder man hat 

'■e(i=i+.c)+e(i^-ic)' 

Da der Ausdruck rechts sich nicht verändert, wenn man das Argument um 
%K wachsen läfst, so mnfs inzwichen ip um den Winkel 

(28.) ai2 = «i '»o"°'('»f.7(fe) 4.Z(,c)i2Ä: 

^ ^ \ 8main(ic) ' ^ 'J 

gewachsen sein; und da dieser Winkel einer Curvenlänge angehört, nach 



100 Clebsch, über die Gleichgetoichtsfigur eines biegsamen Fadens. 

welcher der Radius vector genau die frflbern Werthe wieder annimmt, so 
giebt die Hälfte (12) den Winkel an, welcher einem einzigen Curventheile 
entspricht. 

Unter den besondern Fällen, welche von Interesse sein dOrften, ist 
zunächst der Fall A = hervorzuheben. In diesem Falle wird in (26.) r 
einer Constanten gleich, tp — ß aber mit z — a proportional, indem 11 ver- 
schwindet. Man hat also eine gewöhnliche Schraubenlinie von allgemeinster 
Gestalt vor sich. 

Wenn die Curve in diesem Falle ganz auf einer Cylinderoberfläcbe 
liegt, so ist sie dagegen in einer Ebene enthalten, sobald b oder a ver- 
sclnvindet. FQr 6 = ist tp constant, also die Curve in einer durch die 
Drehungsaxe gelegten Ebene enthalten. In Folge der Gleichungen (IS''.) ist 
dann nothwendig auch T gleich Null; und wenn also nicht auch a, if verschwin- 
den sollen, so müssen ^am(fc) und cosam(ic) unendlich grofs werden, d. h. 

c = K\ 

Da zugleich sinam(ic) = oo, so gehen die Gleichungen (26.) über in: 

r* 4&* . 2 z — a 

sin' am 



s-\-x 



m' A'* — n ' 

"+*-)^-2((<-i)5^-<^)) 



n *'• 

Ist dagegen a = 0, so ist die Curve ganz in der Ebene enthalten, welche 
gegen die Drehungsaxe senkrecht ist. In Folge der Gleichung (24.) hat man 
dann die Bedingung 

n = = Ä'*sin*am(fc) + 2(l-f Ä') sin'am(ic) — 3, 
welche die Constante c durch den Modul k ausdrücken lehrt. Man erhält 

sm am(fc) = — -^ — - — jj^ — ^ ^ — 9 

da das andere Zeichen zu verwerfen ist, weil sin^ am (tc) wesentlich negativ 
ist. Es ist noch zu bemerken, dafs in den Gleichungen (26.) zugleich wie- 

der n durch x (aus (24.)) auszudrücken ist ; das Argument nimmt einen 

unbestimmten Werth an, und man hat schliefslich : 

. r' == r' ( I — Ä^ sin^ am {ic) sin^ am ti), 
^ cosam(ic)^am(ie) . II(u,ic) 

tp — p = r-r TT- U -\ : , 

^ ^ <smam(ic) ' i 



ClebseAß über die Gleichgcwichisfiyur eines biegeamen Fadens. IQl 

Eine Verbindung der letzten beiden Fälle giebt endlich, fflr a = 6 = 0, den 
einfachsten Fall, wo der Faden eine gerade Linie bildet, senkrecht gegen die 
Drehnngsaxe. 

S. 4. 

Gleichangen für einen unfreien Faden. 

Wenn der Faden nicht frei ist sondern genöthigt auf einer gewissen 

Oberflflche zu bleiben, so hat man die Aufgabe^ /Uds zu einem Maximum 

zu machen, während x, y, z, s durch die Gleichung der Oberfläche, und 
durch die Gleichung 

(29.) ,=(^)'+(^)'+(^)- 

verbunden sind. Die Gleichung der Oberfläche mag dargestellt sein durch die 
drei Gleichungen 

(30.) x^(p{p,q\ y = tp{p, y), z = /(>, y), 

wo Pf g willkOrliche Veränderliche bezeichnen. Alsdann nimmt die Bedin- 
gungsgleichnng (29.) die Gestalt an: 

(31.) i = P(±)'+0{^)'+2R%^. 
Setzt man daher jetzt, analog den Gleichungen (4.), 

(32.) {^^T(B± + g^), 

_jT _ dV ^ dV dp i dV dg 
d» '^ dp d»'^ dq rf# ' 

90 erbilt man darch Elimination der Differentialien ans (31.), (32.): 

(33.) r= -'^--|f' °°'' 

(34.) (P+ ^)\0P- iT) = (?(f )•+ P(f )'- 2Hf f 

als die partielle Differentialgleicbang , deren vollstfiodige Lösang V ist, nnd 
welche, wenn A, a die willkOrlichen Coostanten derselben bezeichnen, darch 

(35.) « = -§35:, «=g;- 
die Gleichung der gesuchten Curve und ihre Bogenlänge angiebL 
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Schneiden sieb insbesondere die Curvensysteme 

;^ = Const., ^s=Const. 

auf der gegebenen Oberflficbe unter recbten Winkeln, so ist JR = 0, nnd die 
Gleichung (34.) nimmt die einfachere Gestalt an: 

(36.) (r+:^y = i(f )+^(|f)'. • 

Ist auch noch die Kräftefunction U von s unabhängig, so kann man setsen. 

(37.) V^Asi^f(p,if), 
und die Gleichung (36.) geht fiber in 

(38.) (ü+*). = ^(^■+^(|J)' 

§. 5. 

Faden auf einer Rotationsoberfläche. 

Man kann hiernach die beiden oben ausgeführten Probleme, und selbst 
eine Vereinigung beider, auf eine beliebige Rotalionsoberfläcbe übertragen. 
Bezeichnen wir mit r den Abstand eines Punktes yon der Rotationsaxe, und 
sei diese selbst die Z-Axe, q> aber bedeute den Winkel, welchen die Pro- 
jection des Radius Vector auf einer gegen die Z senkrechten Ebene beschreibt. 
Dann bat man bekanntlich 

d^ = dr^-\^dz^'^r'd(p\ 
oder, wenn r = Fz die Gleichung der Rotalionsoberfläcbe ist, 

daher in den Gleichungen des vorigen Paragraphen: 

P=l-{-(i?"«)% Q=iFz)\ Ä = 0; 
mithin nach (36.) 

Ist nun U allein von r und z, oder, was dasselbe ist, allein von 2; abhängig, 
so darf man setzen: 

mithin 

(4Q0 V = Ä* + fly+/tey[(t^+A)'-^.](l + (/f"«)'); 
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und sonach werden die Gleicbangen der Fadencurve dargestellt dorcb: 

(u^h)dzyrf{FW 



V- 



(41.) 



adzyi-^(F'z)* 



•/(F*)«|/(ü+A)»-^ 



ZU denen noch die Gleichung fflr die Spannung tritt: 

(42.) T = —U — h. 

Betrachten wir insbesondere noch den im Eingange dieses Paragraphen er- 
wähnten Fall. Ist die Z-^Axe nach unten gerichtet, so ist die Krfiftefnnction 
der Schwerkraft Gz, wo G das Gewicht eines Fadentheils von der Länge 1 
bedeutet; ferner die Kräftefunction der Centrifugalkrafl (vgl §.3) 

So also erhalt man aus (41.), (42.) die Gleichungen: 



s 



+/- 



^{h+Gz+f^iPzyy 



^ {Fzy'^ih^'Gz-\-ß(Pz)^y-^, ' 

T = —k—Gz — fi(Fz)\ 

welche die Gldobgewichtsfigur eines der Centrifugalkraft unterworfenen 
schweren Faiiens auf einer Rotationsoberfläche angeben. 

Wenn man G und /i verschwinden läfst, so gehen sie in die Gleichun- 
gen der kürzesten Linie fttr eine solche Oberfläche ttber. 

§.6. 
Kettenlioie auf der KugeL 

So erhält man aus den Gleichungen (43.) die Gestalt, welche ein 
schwerer Faden auf einer Kugeloberfläche annimmt. Läfst man /i verschwin- 
den und setzt Fz^s^-^l^ — z\ wo / den Radius der Kugel bezeichnet, so 
werden die obigen Gleichungen: 

14» 
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t/p 



(h-\^Gz)ldz 



(44.) <^ _ f aläz 

r= —h — Gz. 

Man sieht, dafs der Winkel tf sich durch Integrale der dritten Gattung dar- 
stellt, der Bogen hingegen durch die der zweiten Gattung. 

Ohne auf die Reihenentwicklungen dieser Integrale einzugehen, will 
ich wenigstens der Wurzelgröfse eine andere Gestalt geben, welche ohne 
Weiteres auf die Normalform der elliptischen Integrale führt. Denn während 
man bei der Integration häufig auf die Discussion von Gleichungen der dritten 
und vierten Ordnung geföhrt wird, deren Coefficienten von den willkflrticheii 
Constanten abhängig sind, so ist es doch sehr oft möglich dieselben durch 
andere zu ersetzen, welche sodann die Gleichung bereits aufgelöst zeigen, 
und es kommt bei der ZurflckfOhrung auf die Normalform oft hauptsfichlich 
auf die Auffindung einer derartigen Ersetzung an; ein Beispiel dafür ist be- 
reits in §. 3. gegeben worden. 

Die Reibenentwicklung der AusdrOcke (44.) hängt von der Auflösung 
der biquadratischen Gleichung 

Z = (Ä+6?Ä)^(r-Ä')-a^ = 
ab, in welcher noch die willkürlichen Constanten a, h vorkommen. Ich setze 
zunächst h=^—Glfn, a = GbP, z^==:l cos &. Dann ist also der Ausdruck 
zu betrachten: 

^ = = (m — cosd)'sin'^— b\ 

Diesem Ausdrucke aber kann man zunächst die Gestalt geben: 

= ((fii — cos^) sind — *)((«i — co8^) sin ^+*), 
und indem man jeden dieser Factoren wiederum zerlegt, kann man setzen: 

= [sin(d+6) + y][cos(d— €)+/][sin(d-6) — y][co8(d+«)-|-/]. 
Denn indem man die Gleichung betrachtet: 

(cosd — iii)8ind-|-* = [sin(d-fO + y][cos(d— «)+/], 
aus welcher die dem andern Factor entsprechende Gleichung durch Ver- 
tauschung von d mit —& hervorgeht, erhält man nur die Bedingungen: 

/cos2e = 191 sin £^ 
/cos 2c = — mcosc^ 
sin«cos€-f yy' = b. 
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m 



Man kann also an Stelle yon m und b die Gröfsen e und g = — ^ als nene 

^ COS& 

willkflrliche Constanten betrachten, sobald nur gezeigt wird, dafs jedem Werlhe 
von m, b wirklich immer reelle Werthe yon (»i e entsprechen. In Bezug auf 
ff ist dies augenscheinlich; ferner aber erhält man aus den obigen Gleichun- 
gen durch Elimination von //; 

X=(ar — 26)(1 — ar^) — m^x-=0, 

wo x = sin2€ gesetzt ist. Diese Gleichung ist nichts Anderes als die Re- 
solvente der biquadratischen Gleichung; man hat aber 

für j?= — 1, X=^m% 

so dafs nothwendig eine reelle Wurzel existirt, welche gleich einem sinus 
gesetzt werden darf. 

Der Ausdruck Q also hat nun, indem man den ersten Factor mit dem 
dritten, den zweiten mit dem vierten multiplicirt, die folgende Form: 

e = — (sin^^cos'«— sin^6(cosd+(»)'}{sin'^sin'€ — co8'€(cosd— pH» 
oder es wird, wenn statt cost^ wieder z gesetzt wird, 

==—G^(«r+ipsin*s-l-/co8€]/l—p'8ln' €)(«+/(> gin*«--/cos«i/l—(>' sin*«) 
• (itr— /(» 008^6 -f /sin e)^l —(>* cos' «)(«—/(> cos* «—/sin « ]/l— (>*cos'€) 

Die Gleichung Z = hat also entweder 4 reelle Wurzeln, ond zwar wenn 
ff^ <C -r-i- und auch p* <; — r* i ^^^^ zwei, wenn (»* zwischen diesen beiden 



Gröfsen liegt. Der dritte Fall ist ausgeschlossen, da bei der Existenz von 
vier imaginären Wurzeln yZ fortwährend imaginfir sein wflrde. Ftihrt man 
endlich die neuen Constanten ff, e in die Glalcbungen (44.) ein, so erhfilt man . 



j /* (J^cosaf— g)fi/a 



Gleichungen , ans welchen man nunmehr leicht die Reihenenlwfcklangen ah- 
leiten kann. 
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§. 7. 
Faden auf der Kugel, welcher der Centrifugalkraft unterworfen ist. 

Ich will noch den Fall untersuchen, wo ein auf der Kugel befind- 
licher Faden nur dem Einflafs der Gentrirugalkraft unterliegt, während die 
Drehungsaxe ein Durchmesser der Kugel sein soll. Lfifst man in (43.) 6 yer- 
schwinden, und fahrt zugleich statt z den Radius r ein, so dafs 9^ = /^^r^ 
gesetzt wird, so erhält man (vgl. §. 3) 



r l{h^—r^)rdr 



r45.1 \ r lardr 

Dabei ist wiederum, wie früher, — fih^ an die Stelle von h, fi^t^ an die 

Stelle von ^, fA=:-^ — gesetzt, so dafs nun, damit die Spannung positiv sei, 

nur r <C A sein mufs, und zugleich fi aus den Gleichungen der Curve ganzlich 
verschwunden ist. 

Die Behandlung der Integrale hflngt von der cubischen Gleichung ab: 

(46.) Ä = (Ä^ — r^r^ — fl^ = 0. 
Der Ausdruck JR aber nimmt f&r 

r^ = oo \A die Werlhe an: 

-f oc — a^ — a^. 
Da nun der Ausdruck nothwendig fOr gewisse Werthe von r, welche kleiner 
als h sind, positiv sein mufs, damit Oberhaupt eine reelle Curve erscheine, so 
sieht man, dafs die Gleichung JR = drei positive Wurzeln haben mufs, 
deren zwei kleiner, die dritte gröfser als h. Sei also 

(47.) R = r'—(f\r' — a\r' — 7^, 
so giebt die Vergleichung der Coefficienten von (46.), (47.): 

(48.) { h* = pV-f o^T^-f tV, 

Hieraus folgt, dafs q, o, t innerhalb der oben gedachten Grenzen ganz be-- 
liebige Werthe annehmen, welche der einzigen Bedingung genügen: 

= ((>'+a^ + T7 — 4(<>V + aV+TV) 

= (p-|-a-fT)(p-f.a — t)((> — a-fT)(p — a — r). 
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Ist also, wie man annehmen darf, 

p>(T>T, 
80 folgt 

Q = (T-f t; 
und der Ausdruck R ist also durch folgenden ersetzbar: 

(49.) « = (r' - (a + t)^ (r^ - o^) (r^ - t^). 
Man kann also nun an die SteHe der Gleichungen (45.) die folgenden setzen : 

y(/»— r*)(r«— Olr*— 0(^'— (<^+»)') ' 
(50.) (^ _ r l6t(a+t)rdr 

wo Gi T willkarliche Constanten bezeichnen, und a>>T. Eine derselben mufs 
auch kleiner sein als l, und erfQllt nur t diese Bedingung, so liegt r zwischen 
r und /> ist dagegen auch a kleiner als ly so liegt r zwischen a und r. 
Es ist leicht von den obigen Ausdrflcken zu den Reihenentwicklungen über- 
zugehen. 

§. 8. 
Gleicbgewichi dünner elastischer Faden. 

Auch das Problem eines elastischen Fadens ist einer fihnlichen Be- 
handlung fähig, wenn derselbe fiufsern Kräften unterworfen ist, welche eine 
Krfifiefunction zulassen, und wenn zugleich sein Querschnitt so gering ist, 
dafs man den Widerstand gegen die Biegung vemachlfissigen darf. 

Es sei da die ursprüngliche Lunge eines Elements^ ds dieselbe nach 
der Ausdehnung. Die Spannung des Fadens in diesem Elemente ist dann 

(51.) ar=«'^=«.';i, 

WO m eine Constante, X die Ausdehnung der Längeneinheit bezeichnet. Ist 
also zugleich Udo die Krfiftefunction, so hat man nach (1.) die Gleichungen: 

d r. dx\ , dU 
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Da aber 

so kann man an Stelle der Gleiebongen (52.) aoch die folgenden aeUen 

(54.) /t ;^/-3r\+lr = ®' 






m* d / dl* \ . du n 

TIC- = "» 



>« rf / dl* \ 



welche aacb aus der Aargabe abgeleitet werden können, äme Integral 

/(•^ - "> 

9U ünem SUnimum zu machen. 

Setst man also, am diese Aufgabe anf eine partielle Differentialgleichnog 
zorflckzufAhren : 

dx~^ di~ 2 ^ds' 

de 

BV ..dy m* dl* 



(55.) (dy dt 2 ^«^ ' 

do 

dz ~"* d$~ 2 .dz' 

d0 

rKA^ dr .dVdx^dV dy.dVdz m«A« „ 

^^^•J "^ 'i"dF d^ '^ W^"^ ~^ ^ '^ ~2 — '^ 

ond berOcksichtigt cagleich den Aosdrock (53.) fOr X, so erhält man 

©'+(f)+(4f)'=-^% 

aber auch 

uod durch Elimination von l aas beiden Gleichungen: 
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oder aach: 




Dies ist die partielle Differentialgleichung, deren vollsUndige Lösung gesucht 
werden mufs. Man kann sich derselben immer in der irrationalen Form (58.) 

bedienen, sobald {7 von a unabhängig ist, wo dann -^ einer Constanten 

gleich gesetzt werden darf; und sie hat dann genau den Characler der Glei- 
chung (6.) 9 ^f^ä gestattet daher die votlständige Auflösung sämmtticher 
Probleme, welche oben für einen unelastischen Faden angedeutet sind. 

Es mag noch bemerkt sein, dafs die Gleichung (58.) in die Glei- 
chung (6.) selbst fibergeht, sobald man rn unendlich grofs setzt, welches dem 
unelastischen Faden entspricht. Eis dOrfen also wirklich die früheren Probleme 
als specielle Fälle des vorliegenden angesehen werden. 

§. 9. 
Gleichgewicht eines dünnen elastischen Fadens unter dem Einflufs der Schwere. 

Sei die Schwere die einzige wirkende Kraft, die Z-Axe nach oben 

gerichtet, G das Gewicht der Längeneinheit« Man hat dann U^^ — Gz; und 

setzt man daher in (58.) 

SO wird 

also 



Die Gleichung der Fadencurve ist nanmehr 

er n dz 



(59.) .=^ = .-^ 



/j/,+J6^-lj'-, 



Die ursprüngliche Bogenlänge aber drfickt sich aus, indem man nach k dif- 
ferentiirt und bemerkt, dafs unter dem Integralseichen statt dessen nach — z 
differentiirt werden kann, durch: 

(60.) ;f=a-myjyi+2e^-l}-a\ 
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Auch das Integral (59.) ist leicht aoscaföbren. Setzt man 



so ist 

dz = ^(1-f ii)dti, 

mitbin gebt (59.) aber in: 



«m* f(i+u)dn 
GJ Vti*— a« 



am^ 



'-=- (log (« + /«^ - a') + y «' - «*). 
Föbrt man nun wieder fflr u seinen Werlh in z ein, so erhält man: 



(61.) x-« = ^(log(y'l+2G^-l+y(j/l + 8«-^-l)-4 

+ |/(|/l + 26?^ -!)-«' 

welcbes die Gleichung der gesuchten Curve ist. Setzt man in derselben m 
unendlich grofs, und -7 an die Stelle von a, so gebt dieselbe in die Glei- 
chung der gewöhnlichen Kettenlinie Ober. 
Carlsrube, den 2&*'''* Mai 1859. 
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lieber eine der Interpolation entsprechende Dar 
stellang der Eliminations- Resultante. 

(Aus dem Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin.) 

(Von C. W. Borchardt.) 



^ly enn man die Resultante der Elimination zwischen zwei algebraischen 
Gleichungen mit einer Unbekannten aufsucht, so pflegt man die ganzen Functio- 
nen, welche die linken Seiten der Gleichungen ibilden, als durch die Werthe 
ihrer Coefficienten gegeben vorauszusetzen« Diese Art der Bestimmung ganzer 
Functionen ist als diejenige Specialisirung der Interpolation anzusehen, die 
dem Zusammenfallen sämmtlicher Argumente, ffir welche die Functionswerthe 
gegeben sind, entspricht. Aber man weifs, dafs jedes Zusammenfallen mehre- 
rer Argumente in der Theorie der Interpolation, anstatt die Resultate zu ver- 
einfachen, sie verwickelter macht und die leicht übersichtliche Gesetzmufsig- 
keit der Aosdrficke stört. 

Es war daher ein glflcklicher Gedanke, der von Herrn Rosenhain 
herrührt, die Resultante der Elimination zwischen zwei Gleichungen ^2r = 
V^2: = nicht durch die Coefficienten von (pz und t/'s sondern durch die 
Werthe darzustellen, welche diese Functionen für gegebene Argumente an- 
nehmen. Das von demselben im 30'*'''' Bande des mathematischen Journals 
veröffentlichte Ergebnifs ist von um so gröfserer Bedeutung, als sich die nSm- 
liche Art der Darstellung auf eine ganze Reihe anderer Ausdrücke ausdehnen 
ISfst und namentlich auf diejenigen, welche sich bei der Entwicklung des 

Quotienten -^ in einen Kettenbruch ergeben. 

Aber die JRos^nAatitsche Darstellung erfordert, dafs man die Werthe 
der Functionen (pz, \p^ für eine Reihe von Argumenten kenne, deren An- 
zahl der Summe der Ordnungen von (pz und rfjz gleich ist, also in dem Fall, 
in welchem beide Functionen von der n*^" Ordnung sind, für 2n verschiedene 
Argumente« Diese 2n Functionswerthe sind also nicht von einander unab- 
hängig, sondern n — 1 derselben durch die übrigen n-^l bestimmt. Die 
ÜM^nAotitsche Formel kann daher nicht dazu gebraucht werden, die Re- 
sultante der Elimination darzustellen, wenn jede der Functionen q>z, rpz in- 

15* 
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terpolatorisch gegeben ist. Auf diesen Fall bezieht sich die gegenwärtige 
Untersuchung, sie beschäftigt sich mit der Lösung folgender Aufgabe: 

Die beiden Functionen (pz und rj^z, jede n*^" Grades, sind durch 
die Werthe gegeben, die sie fOr 2r = ao, Oi, ... a^ annehmen. Durch 
diese zweimal n^-l Functionswerthe soll die Resultante der Elimination 
zwischen den Gleichungen 92: s= 0, %f)z=^Q ausgedrflckt werden« 
In dem hier vorliegenden Falle giebt die sogenannte abgekflrzte 
Bezoutsche Eliminationsmethode die Resultante durch die CoefGcienten aus- 
gedrückt. Nach der übersichtlichen von Herrn Cayley gegebenen Darstellungs- 
weise des anzuwendenden Verfahrens bat man den Quotienten 

Fix, y) = V^t^y-Vrl'^^ 

'^' y—X 

ZU bilden und nach Potenzen von x und y zu ordnen. Ist 

das allgemeine Glied desselben, so ist die Determinante D der Coefficienten a^^ 
(wo sowohl j als h die Zahlen bis n — 1 durchlaufen) die Resultante der 
Elimination zwischen den Gleichungen 9)2; sO, yjz = 0. 

Vermittelst bekannter Determinantensätze läfst sich die Determinante D 
so transformiren, dafs sie, anstatt durch die Coefficienten a^, durch besondere 
Werthe der Function F(x, y) dargestellt wird« Bezeichnet man mit F(Xi, y{) 
diese besonderen Werthe (wo sowohl t als k die Zahlen 1 bis n durchlaufen), 
mit ly die Determinante derselben und mit A^x^^ X2^ ••• x^) das Product 
aller Differenzen der Argumente Xj, X2^ ... x^ (jede Differenz so genommen, 
dafs ein Argument mit kleinerem Index von einem mit gröfserem abgezogen 
wird), so bat man*) 

ZI ( jj*! ) x, , ... Xn) Z\ (^^ 9 y^ , ... yn) 



*) Es lifst sich beiläußg bemerken, dafs in der Transformation (1.) zugleich eine 
unmittelbare Verification der abgekürzten Bezouf sehen Eliminationsmethode liegt. Diese 
Verißcation ergiebt sich, indem man die beiden Reihen von Argumenten j:^, x^j ... Xm 
und ^u rt9 '*' yn mit den Wurzeln ß^, ß^j ... ftn der Gleichung ^x^O zusammen- 
fallen lfi»t. Unter dieser Annahme wird 

(px = B{x—ß^){x — A) ... (jr — /5n), 
(px '^h^iq^ßi x—ßi^ 

iagk mtßß, 4 4 

F{x,y) = —tpxtpyS ^ 3- 3-, 
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In dem Fall der vorliegenden Aufgabe sind die Werlhe von (px und tfrx 
fOr a: = a^i^ a^, ... a„ gegeben. Unter Einfährung der Function 

fx = (x — «ü) (^ — «i) . . . (J? — a„) 
werden also die interpolatorischen Darstellungen von (px und tpx 

'=r g>ai fx , %" ffai fx 

und daher 

y— jr 
= JS' ^/~^'' {qxtiWai, — (paj,wai) 1£. . UL 

WO Ober alle Combinationen zweier verschiedenen Gröfsen a^, ai zu sum- 
miren ist.. 

Hieraus ergiebt sich fflr x = ai, y=^ai oder x=^ai, yzs=:ai, wenn 
i von k verschieden ist: 

dagegen fflr x=:^y=^ai: 

wo sich die Summe nach k Ober alle von t verschiedenen Werthe erstreckt. 
Es ist daher 

P(m, «t) _. ^ P(ai,ai) 

Fflhrt man fflr je zwei von einander verschiedene Zahlen i, k aus der Reihe 
bis fi die Bezeichnung ein: 

und setzt ferner 

(3.) (it) = -^(lÄ), 



also 

F(ßi, A) = 0, 

wenn i von k verschieden ist. Die aligemeine Transformation (1.) giebt daher, so an- 
gewendet, für D, abgesehen vom Zeichen, den Ausdnick: 

was die bekannte £u/^r8che Form der Eliminationsresaltante ist. 
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wo nach k wiederum Aber alle von i verschiedenen Zahlen ans der Reihe 
bis n zn sammiren ist, so wird demnach schliefslieb : 

Man bilde nun das System der {n-\-if Gröfsen (t'A), nfimllcb 

(00) (Ol) (02) . . . (0«) 

(10) (11) (12)... (In) 

^^'^ ^(20) (21) (22)... (2») 

(nO)(ni)(n2)...{nn), 

Clin System, welches erstens ein symmetrisches ist, so dafs (fA:) = (A#), oDd 
welches ferner nach Gleichung (3.) die Eigenschaft besitst, dafs je n-fl in 
^iner Horizontal- oder Verticalreihe stehende Elemente die Stamme Nnll ha- 
ben, so dafs: 

(fO) + (il)+ ••.+(••)+. •• + (m) = 0. 

Hieraus folgt zunächst, dafs die Determinante it-f-l***'' Ordnung R aus 
dem ganzen mit (4.) bezeichneten System verschwindet. Es folgt flberdies, 
dafs die sämmtlichen Unterdeterminanten erster Ordnung von R, die Gröfsen 

^ , . , einander gleich sind. Man betrachte z. B. ^tkq:^ d. h. die Determi- 
nante desjenigen Systems, welches aus (4.) hervorgeht, wenn die erste 
Horizontal- und die erste Verticalreihe fortgelassen wird, und das mit. (5.) 
bezeichnet werden möge. In dem Systeme (5.) ist irgend ein Element der 
ersten Verticalreihe (i1), wofAr man die Summe 

-((»•0) + (i2) + (i3)+... 4.(111)} 
setzen kann. Wegen der übrigen Verticalreihen ist es erlaubt, in dieser 
Summe die Glieder (t2), (t3)...(tit) fortzulassen, ohne dafs sich der'Werth 

der Determinante ändert, ^ ^ bleibt also sich selbst gleich, wenn man fOr 

jedes Element (t1) seiner ersten Verticalreihe — (tO) setzt, d.h. es ist 

dR _ dR 

d(00) ~ ö(01)' 

Aehnliches gilt, wenn man fflr die Indices 0, 1 zwei beliebige Indices setzt, 
und es sind demnach sämmtliche Unterdeterminanten 

dR 

einander gleich. Diesen gemeinschaftlichen Werth der Unterdeterminanten, 
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welcher mit JR' bezeichnet werde, braucht man nur mit dem Quadrat des 
Products aus allen Differenzen der Argumente o^,, ai^ ... a„ zu roultipliciren, 
um die Eliminationsresultante D zu erhalten. 

In der That, man setze in der Transformationsformel (1.) 
j?i = y, = ax, arar = y2 = «29 ... •a?„ = y„ = a^, 
so ergiebt sich 

O = ^— ^^"' ' ^' ^ ^^^» * «t) - ' ^(^- s «1«) 

oder , indem man mit (/^Oo)' = («i — «o)^ («2 — «o)^ . . . («« — ««i)^ oben und 
unten multiplicirt, 

Setzt man der Kürze halber 

(6.) (S = (tti — a^,y (oj — «ü)^ . . («n — «;.^ ,)% 

so ist also 

jö = wR'. 

Den gemeinschaftlichen Werth M' der Unterdeterminanten von R, mit 

(—l)" multipHcirt und in die ' ^ ' Elemente (ik) ausgedrflckt, wo t, k 

zwei Zahlen aus der Reihe bis n sind und i<ik, bezeichne man mit 
(0, 1, ...n) = S, so dafs 

(7.) (-irÄ'=t±:^^ ^0,1,. ..»)=« 

ist. 

Um die algebraische Zusammensetzung dieses Ausdrucks S kennen 
zu lernen, mufs man auf das frOher betrachtete System (5.) zurOckgehen, 
welches aus (4.) durch Fortlassung der ersten Horizontal- und der ersten 
Verticalreihe hervorging. Nimmt man in (5.) jedes Element mit entgegen- 
gesetztem Zeichen und drflckt die Elemente — (ii) der Diagonale durch die 
flbrigen aus, so gebt (5.) in das folgende System (8.) über: 

(10) + (12) +... + (111), -(12) -(In) 

-(21),(20) + (21) + (23)+...+(2ii}, ~(2ii) 

(8.) { -(31) _(32) -(3n) 
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dessen Determinante 

ist. 

Die den Index enthaltenden Elemente kommen in (8.) jedes nar 
einmal vor und zwar in den Diagonalgliedern. So findet sich (Ol) nur im 
ersten Gliede der ersten Horizontalreihe. Geht man von (8.) wiederum zu 
einem neuen System (9.) durch Fortlassung der ersten Horizontal- und der 
ersten Verticalreihe Ober und bezeichnet mit S' die Determinante von (9.)^ 
so ist daher (Oi).S' der Complex der Terme von S, die (Ol) enthalten. In 
(9) kommen die Indices und 1 nur in den Diagonalgliedern vor, folglich 
nur in den Verbindungen 

(20) + (21), (30) + (31), . . . (nO) + (iil). 

Es ist daher zur Bestimmung der Determinante S' von (9) hinreichend, ihren 
Werth in dem besonderen Fall zu kennen, wo die Elemente (20), (30), *.. (nO) 
sämmtlich verschwinden, da sich aus demselben der allgemeine Werth von S^ 
ergiebl, wenn man an die Stelle von (21), (31), . • . (nl) die Summen 
(20) + (21), (30)-j-(31), . . . (»O)-l-(iil), oder, kürzer symbolisch ausge- 
drückt, an die Stelle des Index 1 das Aggregat der beiden Indices O-f 1 
setzt. In jenem besonderen Fall aber, wo (20), (30), ... (itO) verschwinden, 
geht (9.) in ein System über, welches, um eine Ordnung niedriger als das 
System (8.), sich ebenso auf die Indices 1, 2, ... n bezieht, wie jenes anf 
die Indices 0, 1, ... n^ dessen Determinante daher =(1,2, ...n) ist. Folg- 
lich wird 



S' = (0+1,2,3, ...n), 

unter welcher symbolischen Bezeichnung der Ausdruck zu verstehen ist, in 
den (1,2, ...n) übergeht, wenn an die Stelle von jedem Elemente (lA;) die 
Summe {Ok)'\-{lk) tritt*). Man hat also den für die hier betrachteten Aus-> 
drücke fundamentalen Satz, da/s in 

iS = (0, 1, 2... n) 

der Coefficient von (Ol) der Ausdruck 

(0+1, 2 ... n) 
ist. 



^) Hier ist k eine der Zahlen 2, 3 . . . #i. 
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Durch wiederholte Anwendung hiervon findet man weiter, dafs in 

S = (0,1,...») 
das Prodoct (01)(02) . . . (Oi), wo i<in ist, zum Coeffidenten den Ausdruck 



(0+1 + ... + 1,1+1, ...») 

bat, welche symbolische Bezeichnung in analogem Sinn, wie die frühere, 
zn verstehen ist. Fflr i = n erhält man als Coef&cienten des Products 

(01)(02)...(0iB) die Einheit. 

Ans vorstehendem Ergebnifs läfst sich eine Entwicklung von S nach 
den Producten der Elemente (Ol), (02), ... (On) bilden. Dieselbe besteht, 
da Glieder, die von allen diesen n Elementen unabhängig sind, nicht vor- 
kommen*), aus einer ersten Klasse von Ausdrflcken, deren jeder nur eins 
dieser Elemente als Factor enthält, ans einer zweiten Klasse von Ausdrflcken, 
deren jeder ein Product von zweien dieser Elemente als Factor enthält n. s. w. 
Schreibt man von jeder Klasse nur eine» repräsentirenden Ausdruck nieder, 
also von der k*^" Klasse den folgenden: 

(01)(02)...(0*)C», 

wo Ca von den Elementen (Ol), (02), ... (On) unabhängig ist, so ergiebt 
sich als Werth von C^^ der von dem Index freie Theil des Ausdrucks 

(0 + 1+— +*,* + l,...ii), d. h. 



C, = (l + 2 + ... + *,A+l,...ii), 

wenn k<Cn, und 

C. = 1, 

io dafs man fflr jS die Entwicklung hat: 

(0,l,...n) = -r(01)(l,2, ...11) 

+ -r(01)(02)(T+2,3,...ii) 

+ 



... 



-|-:5(01) (02) ... (Ojfe) (1 -f-2-f— .-l-Ä, Ä-f 1, ... ») 

«4— ... 

+ (01) (02)... (Oll). 

Diese Entwicklung ist ausreichend, nm die Ausdrflcke «9 fflr alle Ord- 
nungen SU bilden. Man hat nur nölhig, von der niedrigsten Ordnung an- 



*) Denn wenn man die Elemente (Oi), (02)| . . . (Oit) alle zugleich Yerschwinden 
Itfst, so geht (8.) in ein dem (4.) ähnliches System Aber, dessen Determinante ver- 
schwindet. 

Jouinal fir Bfathematik Bd. L VII. Heft 2. 16 
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fangend stufenweise za den höheren aafsosteigen und erhält 

(0,1) = (Ol), 

(0,1,2) = -S(01)(12)+(01)(02) 

='(01)(02) + (10)(12)+(20)(21) 
u. s. w. 



Die der bisherigen Untersuchung zu Grunde liegenden und jetzt za- 
sammenzuslellenden Eigenschaften der Ausdrflcke S, welche zur Uerleitung 
der ohigen Entwicklung nothwendig waren und fQr die vollständige Bestim- 
mung jener Ausdrflcke hinreichen, sind die folgenden: 

1. i9=(0, 1^ ... it) ist ein Ausdruck n^*'' Ordnung der ^^'^ El^inente 
(Ol), (02), . . . (Oit), (12) etc., welcher bei Vertauschung von je 
zwei Indices ungeändert bleibt. 

2. Der Coefficient des Produets (01)(02). . . (On) in S ist =1. 

3. Es kommt in jS^ kein Glied vor, das von einem der Indices z. B. vod 
frei wäre. 

4. Der CoefBcient von (Ol) in S ist der Ausdruck 



(0+1, 2,.. -fi). 

Hierauf sich stfllzend ist man im Stande nachzuweisen, dafs die Aus- 
drücke i9 einem einfachen Bildungsgesetz folgen. Um dasselbe kurz in Worte 
fassen zu können, ist es zweckmäfsig, vorher eine Unterscheidung in Be- 
ziehung auf Producte aus einer beliebigen Anzahl der ^*'^' Elemente 

(Ol), (02), . . .(On), (12) etc. einzufahren. Wenn ein solches Product eine 
Reihe von Elementen enthält, welche dergestalt im Kreise angeordnet werden 
können, dafs jedes Element einen Index mit dem vorhergehenden Element 
und den anderen mit dem folgenden gemein hat, d. h. eine Elementenreihe 
von der Art der folgenden: 

(tA)(«) 

(lÄ) (*/)(/•) 

(•Ä)(*/)(/m)(iiw) 

u. s. w. , 

so soll das Product ein cjfclhches genannt werden, wonicht, ein mekt^ 
Cjfciisches. Dies vorausgesetzt, so wird die Bildungsweise des Ausdrucks j9 
in folgendem Satz ausgesprochen: 
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Der Ausdruck 

WO D die Eliminationsresultante der beiden Gleichungen n'*" Grades 
(pz = 0, yjz = 0, und (B das Quadrat des Products aus allen Differenzen 
der Argumente Oy, aj, ... a^^ /d/]r/ m*i:A durch die ^^'^ Elemente 

darstellen, wo »^ Ar zwei von einander verschiedene Zahlen aus der 
Reihe 0, 1, . . . n, und /s; == (« — a«) (c — «i) ... (« — aj; «o dar- 
gestellt ist S gleich der Summe aller nicht -^cjfclisehen Products, die 

aus je n jener - ' ^* Elemente (ik) gebildet werden können. 

Zum Beweise des Satzes bezeichne man die Summe dieser nicht- 
cjfclischen Producle mit 

J(0, 1,2, ..•«). 

Dafs dieselbe die unter 1. und 2. aufgeführten Eigenschaften besitzt, 
ist einleuchtend. 

Um an der Summe A die Eigenschaft 3. nachzuweisen, ist zu zeigen, 

dafs, wenn man den Index ausschliefst, also n Indices und ' ^ Elemente 

übrig behalt, aus diesen ein nicht -cyclisches Product von n Elementen zu 
bilden unmöglich ist. Diese Unmöglichkeit wird fQr n Indices 1, 2, . . . n 
bewiesen, indem dieselbe, wenn m<Zn ist, fflr m Indices und Producte aus 
711 Elementen vorausgesetzt wird. 

Angenommen, fflr n Indices gebe es ein nicht -cyclisches Product 
von n Elementen und dasselbe enthalte den Factor (12), so mufs es jeden 
der Indices 1, 2 noch einmal enthalten, denn kfime der Index 2 nicht noch 
einmal vor, so wfire das flbrig bleibende Product ein nicht - cyclisches 
n — r^' Ordnung der n— 1 Indices 1, 3, 4, . • . it gegen die Voraussetzung. 
In dem betrachteten Gliede kommt also der Index 2 noch einmal vor^ und 
zwar nicht in der Combination (21) (denn sonst wfire der Cyclus 1 2 ge- 
schlossen), also in einer neuen Combination, etwa durch das Element (23). 
Aus denselben GrQnden kommt jetzt der Index 3 noch einmal vor und zwar 
nicht in der Combination (32) oder (31), (denn sonst wäre der Cyclus 2 3 
oder der Cyclus 12 3 geschlossen), also in einer neuen Combination, etwa 
durch das Element (34). Indem man auf dieselbe Weise fortfährt, erhält man 

16» 
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eio Prodoct von n — 1 Factoren, welches abgesehen von der Ordnung der 

ladices die Form 

(12) (83) ... (n— In) 

bat, and wie man jetzt nach den n^^ binznzofflgenden Factor wAhlen möge, 
so wird dorcb denselben immer ein Cyclos geschlossen. 

Für 11 = 2, wo es nur das eine Element (12) giebt, ist die Unmög- 
lichkeit eines nicht -cyclischen Productes zweier Elemente augenscheinlich<i 
folglich gilt dieselbe nach obigem Beweise allgemein, d. h. wie man auch 

au9 den ^ ■ '^*^~* Elementen (12), (13) . . . (In), (23) etc. ein Product von 

n Elementen bilden möge, so ist dasselbe immer ein cycliscAes. Hiermit 
ist die Eigenschaft 3. an der Snmme A nachgewiesen. 

Es bleibt jetzt noch zn zeigen, dafs die Snmme A auch die Eigen- 
schaft 4. besitzt. Der in (Ol) mulliplicirte Theil von 

J(0,l,...n) 
sei 

(01)fi(0,l,...n), 

wo kein Glied in B das Element (Ol) noch einmal enthalten darf, weil sonst 
der Cyclus Ol geschlossen wfire. 

Jedes Glied von B wird eine Anzahl von Elementen (Oi) nnd eine 
Anzahl von Elementen (lA;) enthalten. Dafs beide Anzahlen gleichzeitig ver- 
schwinden, ist nach dem vorhin Bewiesenen unmöglich. Zwei Elemente (Oi) 
und (li) können nicht in demselben Gliede von B vereinigt sein, weil sonst 
der Cyclus 1 i geschlossen wäre. Man betrachte irgend ein Prodoct von 
71 Elementen, unter welchen (Ol) und (Oi) aber nicht (li) sei. An die Stelle 
von (Ol) werde (li) gesetzt, nnd das neue Product heifse dem ursprOnglichen 
zugeordnet, so leuchtet ein, dafs zwei zugeordnete Producte zugleich cyclisch 
und zugleich nicht*- cyclisch sind. Hieraus folgt, dafs der Ausdruck B die 
Elemente (Ot), (It) nur in der Verbindung (Ot)-f (It) enthält, wo i eine der 
Zahlen 2, 3, ... n bedeutet. Der von dem Index unabhängige Theil des 
Ausdrucks B ist aber offenbar nichts Anderes als 

il(l,2, . • .n), 
folglich ist nach dem so eben Erwiesenen 

11(0, l,...n) = -4(0+1, 2, 3,... n), 
d. h. die Summe A besitzt die Eigenschaft 4. Hiermit ist die Identität der Aus-^ 
drflcke S> und der Summen nicht -cyclischer Producte A vollständig dargetban. 



Lll^l 
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Es möge noch scbliefslich aDgedenlet werden, wie sich mit Hülfe der 
oben gegebenen Entwicklung des Aasdrucks «9 auch die Gliedersahl desselben 
bestimmen läfst. Man Yermehre in i9 sowie in der Entwicklong von i9 jeden 
Index um i und setze alsdann an die Stelle des Index t das Aggregat 
04-l-f '*'H~^> welches derKflrze halber mit i' bezeichnet werde. Der Ausdruck 

in welchen jetzt i9 übergeht, heifse T, seine Gliederzahl r, so ist 

T = (t-+i)(i+n+iy 

In der That, die Entwicklung von T, i. h. diejenige, in welche die frühere 
Entwicklung von iS übergegangen ist, enthalt Ausdrücke, welche dem T 
Ahnlich gebildet sind, für welche aber die Zahlen i, n durch andere ersetzt 
sind und zwar n überall durch kleinere. Indem man im Fall solcher Aus*- 
drücke, die einem kleineren an die Steile von n gesetzten Werthe entsprechen, 
die Formel für r als gültig voraussetzt, zeigt es sich, dafs sie auch für T 
selbst gilt. Für n = i giebt aber die Formel den richtigen Werth rsst-fl^ 
also ist sie allgemein gültig. 

Für 1 = geht T in S über und % in die Gliederzahl a von 8^ 
welche durch die Formel 

a = (n+1)-' 
bestimmt ist. 

Berlin, den 12'^ Mai 1859. 
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lieber eine mit der Gammafiinction verwandte 

Transcendente und deren Anwendung 

auf die Integralrechnung. 

(Vou Herrn Kiiikelin fräher zu Aarburg gegenwärtigr zu Bern.) 



Theorie der FunctioD G{x). 

§. 1. 

leb habe fräher eine Untersacbung Ober die Functionen, welche die 
Relation eingehen: 

veröffentlicht (siehe Grunerts Archiv Bd. 22), und bin dabei auf eine Function 

f{x) = O — («1 + 02 + — + «/i-l)fi^-l(^) 

— ^«^IOgr(a?) + «^_lÄ^,.2(a?) + ö;i-2ß;,-3(^) + -+fll(a?-l) 

gekommen, in welcher log/X^} fflr ganze Werthe von x die Bedeutung 

log/~(x) = 1^-Mogl + 2^-Mog2 + -.- + (jp-iy-Mog(cr— 1) 

bat und allgemein 

logr(a: + l) = j:^-Mogar + IogJr(a!) 

ist, welche Gleichung sich auf jeden reellen Werth von x anwenden IftrsL 
Bi{x) bedeutet die Bernoullisehe Function, deren Werth fflr ganze Ar- 
gumente 

li^2^ + ... + (a:-l)^ 

ist, während sie im Allgemeinen der Relation 

Bdx) = {x-i)'i-B,ix-l) 

genOgt. Ihr Ausdruck wird von Rauhe (Bd. 42 dieses Journals) durch die 
folgenden Gleichungen gegeben: 
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wo (^j den v^^"" Binomialcoefficienten der /i^*^" Potenz und B^ die X^^ Ber- 

nouliische Zahl, positiv genommen, bedeutet. Für diese Functionen bestehen 
die der ersten Gleichung dieses Paragraphen entsprechenden folgenden Glei- 
chungen : 

B,^^,{x)^B,^^,{a:\^)-\-..^^B,^^^^ 



SO dafs man z. B. fflr die Function: 

die im Folgenden anzuwendende Relation 

B,(ar) + Ä,(ar + l)+...+ll,(x+^) = iBdnx)-^^"^ 

hat. 

Gegenstand vorliegenden Aufsatzes soll es nun sein, die Function r{x) 

(1) 
for den besonderen Fall fi — 1 = 1? also die Function r{x)^ die wir der 

gröfseren Bequemlichkeit wegen mit G{x) bezeichnen wollen, näher zu unter- 
suchen, ihre Eigenschaften festzustellen, ihre Berechnung anzugeben und dann 
einige Anwendungen dieser Resultate auf die Ermittelang von Integralwerthen 
zu machen. 

§. 2. 
Das mit dem Namen der Gammafnnetion bezeichnete £?ti/^sche integral 

(1.) r{x) =:J^e''t^'Ux, 

u 

welches auch als Grenzwerth des folgenden Ausdrucks definirt werden kann: 

hal bekaDiitlich die io den Gieichnngen 

(3.) r(ar+l) = xr{x), 

(4.) r(x)7'(l — X) = -A- 
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eutkaileuen Eif easchaftea , won wir motk im ▼•■ JUaie (Bd. 28, 8. 12 
dieses Joorub) Teröinrtficfcle Ergebaib 

(5.) y'iof /-(#+*)* = xiof *-x-|-ikfait 

biisaffegeD. 

HsB seile ■!■ der Kine we^ea: 

M fdkt (5.) tber io: 

(5*.) F(x -f 1) - F(T) = xlogx - x+ i log an, 

eine Gieichuiig, die für aUe positiveB Werlbe Ton x besteht. Mas soonrire 

dieselbe in Bexiebong anf x Aber die gaBxiabI%en Wertbe 1, 2, ... x 1^ 

so erbilt man: 

F{x)-F{i) = Sriof x-£<^+i(x-l)log&r, 

oder da ans (5.) 

F(l) = ilog2n 
bervorgeht, 

Sriogx = Fix) + ^^ V'*^ — ixiogan. 

Die rechte Seite dieser Gleichung behilt fOr alle positiTen Wertbe Ton x 
eine bestimmte Bedeotnng, ich beseichne dieselbe mit logfi^(x) nnd deinire 
diese Fnnction durch die GMchung: 

(7.) logC(ar) = F{x) + ^^^^^-^xlog2n, 

so ist G{x) eine Function, die fflr ganxBahlige Wertbe Ton x in die Ex- 

ponentialgrörse mit dem Eiponenten JSxlogx i. h. in V.2^...{x — t)'^^ 
Obergeht 

§. 3. 
Setit man in (3*) t ffir x, nimmt auf beiden Seiten die Logarithmen, 
und beielohnet wie gewöhnlidi das Product der Zahlen i.2...k mit Art, so 
erhilt man: 



sJi^l 



(3-0 logr(0 = Iog(*l) + (/-l)log*-. S log(*+JL). 



Wir yeritehen in dieser Formel sowohl wie später Oberhaupt unter k eine 
Ober jede tödliche Grenae hioaus wachsende Zahl. 
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Iiitegrirt man nun die soeben entwickelte Gleichung in Bezog auf t 
zwischen den Grenzen 1 und x^ so folgt aus Gleichung (6.) und unter An- 
wendung des Werlhes von F'(l): 

F{x) — \\og27i = (0? — l)Iog(*I) + i(a?— l)MogA? 

-S {(ar-f-i)log(;r + A)-^(x+i)}-f -2 |(A^.l)logr(i-| 1)_(Ä-|-1)}. 

Diese Gleichung enthält unter Anderem den bekannten fflr grofse Zahlen 
gellenden Ndherungswerth der Facoltäten. Man findet ihn aus derselben in 
der Form: 



(8.) AI = e-^l^^2nk, 

indem man :r=2 setzt. Man hat sich dabei nur zu erinnern, dafs aus (5^) 
1^(2) = log27i — 1 folgt, und dafs wegen der aber k gemachten Voraus- 
setzungen k^^^ .e für {k'\'\Y'^^ geschrieben werdeki kann. 

Die obige Entwicklung von F{x) in Gleichung (7.) eingesetzt, giebt: 

loge(ar) = iar(j:— l)--i(a?— l)log2ji+(a?— l)log(Ä!)4-i(a?— l)'lo^^ 

-'^■"\a: + A)log(;ir-f-A)-f ^"V+l)log(A+l) 

oder mit Anwendung von (8.): 

\o%G{x) == iar(j?— l)-f ia?(j?— l)Iog*+*(a?— l)logA: 

a?ril.l last 

— 2 (jr + A)log(a?-f i)+-rillogA 

oder endlich, indem man wiederum von den Logarithmen zu den Zahlen 
flbergeht: 

Setzt man bierin ar-]-l för x und dividirt die entstandene Gleichung durch 
die vorangehende, so folgt: 



oder, da 






('+»)"* (,+')'(,+')' 



ist: 



(10.) G(a?-fl) = x'G{x). 

Da noD fflr ar 3= 1 aas (9.) 

G{\) = 1 

Jounial IBr Mathematik Bd. LVn. Heft 2. 17 
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folgt, so ist fdr ganze Wertbe von x: 

(11.) G{X'\'i) = V.2\..x', 

was schon aas der Definition des §. 2 hervorging. 

Es bestehen Relationen zwischen dieser Transcendenten G und den 
Garomafanctionen, welche jetzt angegeben werden sollen. Zunächst ist: 

= I;x.(a:4-l)...(J•+Ä-l)]'-*Jp^(J?-fl)^..(a^4A:-l)^ 

Aus (2;) folgt aber unter Anwendung von (8.) 

J?(j: + 1)...(x + Ä-1) = j^ , 

also erhalt man, wenn diese Ausdrücke in (9.) eingefflbrt werden: 

(12.) G(x) = — .,. \:Xr' '" (/(^)r"S 

(2ft) ^ k ^ •x*(j:+l)«...(jr+*— 1)* 

eine Gleichung, welche die Functionen G und F in Beziehung zu einander setzt. 

Schreibt man nun in dieser Gleichung zunächst l-f^ für x, dann, 
unter der Voraussetzung dafs x<:il^ 1 — .r für j?^ und niultiplicirt die er- 
haltenen Resultate, so folgt mit Zuziehung von (3.): 

(18.) g(l+x).C(l^)=! <^'+^>'''-- i'- , ,.,.. «-l.,. , ,... 



"■(•-f) ('-?)•••(<-»■ 



§. 4. 

Schreiten wir nun zur Untersuchung des Ganges der Function G(x\ 
so ist aus (9.) ersichtlich, dafs dieselbe fOr alle positiven Wertbe von x ein 
positives Vorzeichen besitzt. Es ist ferner, wie bereits erwähnt, G(l)^=l, 
Setzt man in (10.) nach einander x = und xz=i und erinnert sich daran, 
dafs sich a?"" fflr x=^0 der Grenze 1 nfihert, so schliefst man aus dem be* 
kannten Wertbe der Function fflr x = i weiter, dafs sie fflr x = und 
x = 2 denselben Wertb erhfilt, so dafs: 

(14.) €?(0) = e^(l) = ©(2) = 1. 

Schon hieraus wird man schliefsen, dafs zwischen je zweien dieser Wertbe 
ein Maximums- oder Minimumswerth enthalten sein muft. Klarer gebt dies 
indefs aus der Gleichung (7.) hervor, aus deren Differentiation mit Berflck- 
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sicbtigung von (6.) folgt: 

== \ogI\x)-\-x—l,4i9... 

Bezeichnet man der Kürze wegen logG{x) mit X, seinen Differentialqaotien- 
ten nach x mit X\ so bat man also: 

X' = Iogr(a?)-fa:— 1,419... 

Es ist bekannt {GoMtfs, disq. gen. circa seriem etc. arL23), dafs r{x) 
oder, was dasselbe ist, das Gaufesche 11 {x — 1} fOr x=zO sowie fftr 
o* = oo unendlicb grofs ist und dazwischen nur ein Minimum bat, nfimlicb ffir 
jr = 1,462... den Werth 0,886 .... Hieraus gebt mit Berflcksicbtigung der 
Werthe J'(l)=:r(2) = l für logr(x) hervor, dafs log/'(a?) von a? = bis 
ar=l von -fcx> bis abnimmt, dafs es dann negativ wird, für ar= 1,462... 
seinen Minimumswerth —0,121... annimmt, fOr x = 2 wieder =0 wird 
und von da an bis x = cx> fortwährend zunimmt. Man hat daher: 



für X — X'- 


= -}-<», 


- x = i X' = 


= —0,419..., 


- a? = 1,462... X' = 


= —0,078..., 


- x — 2 X'- 


= 4-0,581... 


lafs X' einmal von x = 


= bis x = i and einmal von 



x = 1,462 bis :r = 2 verschwindet. Die erste dieser Wurzeln berechnet 
man, da die Le^endreschen wie die 6raf#/%sohen Tafeln der GammafonctioD 
nur das Intervall von 1 bis 2 umfassen, am leichtesten, nachdem man in der 

Gleichung X'=zO an die Stelle von F^x) den Quotienten ^ '^^ gesetzt 

bat, so dafs sich dieselbe unter der Form 

O = i' = logr(l-fa:) + x— log ar— 1,419... 

darstellt. Dieselbe wird durch den Werth ar = 0,291... befriedigt. Die 
zweite zwischen 1,462... und 2 liegende Wurzel ergiebt sich aus der ur- 
sprOnglichen Form der Gleichung: 

= X' = log r(a?) + X —1,419 . . . , 

und zwar findet sich fOr dieselbe der Werth ;r = 1,538 •••. Dies sind, wie 
sich zeigen läfst, die einzigen Wurzeln der Gleichung X' = von x = 
bis ar = oo, so dafs X' von x=^0 bis x = 0,291... positiv Ist, von da bis 
x= 1,538... negativ und von da bis x=^oo wieder positiv. X=log&(x) 

17* 
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wächst daher von ar = bis x= 0,291..., wo es eisen Mazininnswerdi bat, 
nimmt dann bis x= 1,538... ab, wo es einen Minimnaswertfa bat, nnd wichst 
von da an ohne Unterbrechnng bis x=zoo. Dasselbe gilt natfirlid von 
G(x) selbst. 

FQr negative Werthe von ^ bat G{x) iai Allgemeinen keinen be- 
stimmten Sinn, da es alsdann nach (9.), sobald x keine ganie Zahl ist» ge- 
brochene Potensen negativer Zahlen entbilt, d. b. Gröfsen, die, jenachdem x 
and in Folge dessen die Exponenten jener Potensen rational oder irrational 
sind, mehrdeutig oder unendlich vieldeatig werdoL 

§. 5. 

Zqr Berechnung von G(x) fibergebrad, nehme man an, dafs i eine 
ganse Zahl, a einen echten Brach bedeute, und setze ar = l-f a. Durch 
wiederholte Anwendung der Formel (10.) erhilt man dann die Redactions- 
formeln : 

so dars uns noch übrig bleibt 6(1 -fx) fftr Werthe von x, die awischen 1 
nnd 2 liegen, xu berechnen. 

Man bat bekanntlich die Reihe QLegendre, integr. Enleriehnes, dmp.IX, 
formale (12.)) 

logr(H/) = -C/+lfiE,<*-iSi^+iS,r-..., 
in welcher 

C = 0,57721 506490153282 ... 

die Masckeronkche Constante bedeutet, und Si= 2 -^r '^^ 

fÄi r* 

Integrirt man dieselbe von tss=zO bis i = x, so erhilt* man mit Be- 
rQcksichtigung von (6.) und (7.): 

logG(i + x) = i(l_C)ar^-ix(log2n-l)+J^^^-M, 

welche Reihe so lange convergirt als 0<!^<!l* um sie noch convergenler 
zu machen, benutze man die Reihe: 
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Diese nach t zwischen den Grenzen und x integrirt, giebt: 



(l+^)log(t+^)-^ = +^^-.-^-^(Xq^ 



welches zn \ogG{\-\-x) addtrt, die Endgleichnng liefert: 

(16.) log6?(l+a:) 

= i(2-C)xHi:r(3-log27i)-(l+ar)Iog(Har)+'J^|^^ 

Diese Reihe eignet sich nicht zur Berechnung von G{\'\-x) fflr das Intervall, 
in welchem ^<!^<Il* Man bemerkt jedoch leicht, dafs ans (10.) folgt: 

IogG(2— a?) = (1 — a?)Iog(l — x) + logG(l — ar); 

ist nun hierin 0<ix<Z^^ so sieht man, dafs man durch diese Relation 
die Werthe von &(l-f or), far welche \<ix<i\^ ausgedrückt erhält durch die 
Werthe von G{\ — x)^ fflr welche 0<Zx<i\. Diese letzteren findet man 
aber aus (16.), wenn dort x negativ gesetzt wird. Man hat daher in (16.) 
fflr X alle positiven und negativen Werthe zwischen und \ zu betrachten, 
nm vermittelst derselben und der Gleichungen (15.) die Function G fflr alle 
beliebigen Argumente zn berechnen. 

Es möge hier noch einer Reihe Erwähnung geschehen, die im Folgen* 
den angewandt 'wird. Aus (10.) folgt nämlich sofort: 

\ogG{x) = \ogG{\-\'X) — x\ogx, 

woraus man mit Hfllfe von (16.) eine Reihe fflr \ogG{x) erhälL Wird zu 
derselben die aus (16.) fflr \ogG{\ — x) folgende addirt, so gelangt man 
zn dem Resultate: 

(17.) loge(a?) + IogG(l-:r) 

= (2-C);^'--(l-a?)log(l--a^)-(l+ar)log(l+a:)-a?^^^ 

§.6. 
Wir geben nun zu dem fflr die hier betrachtete Function gehenden 
Multiplicationstheorem Ober. FQr die Gammafunclion bat man bekanntlich: 



r{nx) = r(ar)r(ar + l)...r(x + ^).n"-»(27r) 



2 



oder, indem man die Logarithmen nimmt und / fflr x schreibt, 

Iogr(iiO = "^"'log r{t 4- i.) + (n/ - i) log n - ^ log 2n. 
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Um hiervon zu einem ähnlichen Ergebnisse fär die Function G flberzngehen, 
erinnere man sich an die Gleichungen (6.) und (7.) $. 2, denen zufolge, wenn 

f\gr{t)dt = F(,x) 

gesetzt wird, 

logG(ar) = F(jr) + ^^^-ia:log27r, 

oder mit Einfahrung der in §.1 gebrauchten Bezeichnung B^{x)=^\{x^—x\ 

- \ogG{x) = F{x)'\'B^{x) — \x\o%27i 
ist. Integrirt man die obige Gleichung nach / von bis x, so erbfilt man: 

= - AogYXn/) A+-2/*1ogr(/ + i.)Ä+i(»^^ 

oder da 

/\gr(nt)dt = ^F(nx), 

ist, 

= -j^F(nx)^SF(x-\^^)^SF(-^)i-^ 

wo die Summen von il = bis i = ii— 1 auszudehnen sind. 

Ferner bat man fflr die Function Bi{x) = ^(x^ — x)^ wie bereits im 
§. 1 erwfihnt, 

(18.) = ^lB,(nxnsB,(xi-^)+^^. 

Endlich hat man fOr —^or log 2^1 die entsprechende Gleichung: 

= ^(iia?)log27i--2'i(j7^^^)log27f + ilog27r(ii-l)(ar+i). 

Durch Addition dieser drei Gleichungen ergiebt sich: 

(19.) = -^logG{nx)+:slogG(xi-^) + iinx'-x)logn-y;(n\ 

wo V^(tt} constant, d. h. von x unabhängig und nur von der ganzen Zahl n 
abhängig ist. 

§. 7. 
Die Bestimmung der Conslante V^(n) geschieht auf folgende Weise: 
Setzt man in Gleichung (19.) jr=rO, so ergiebt sich: 

(20.) t/>(n) = JSlogG(^), 
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da aus (14.) folgt, dafs log€^(0) = ist. Die Gleichung (19.) wird aiso: 

wo sich die Summen von A = bis l = n — 1 erstrecken. Aus dieser Glei-- 
chung Ififst sich leicht eine Relation zwischen verschiedenen Gröfsen ip(n) 

herleiten. Ist nämlich m eine andere ganze Zahl, so setze man ars-^— und 

summire nach a von ^ = bis /^ = i7i — 1, dann ergiebt sich: 

Die ersten drei Summen sind nichts anderes als t^(m}, \p{mn) und i^(n), 
die vierte ergiebt sich aus Gleichung (18.) des vorigen Paragraphen, indem 
man m FAr n schreibt und or s= setzt, 

_ . m*— 1 

also hat man: 

= — -y(tw)-my(n)-{-v/(iinit)— *^jg~^ logw, 

wo m und n irgend zwei ganze Zahlen sind. Indem man m mit n vertauscht, 
erhalt man 

= — itv/(m) — — i// (11)4- v^(iitii) — ~^ log m 
und, indem man die eine dieser Gleichungen von der andern abzieht, 

was man auch so schreiben kann: 



m»— I n»— 1 

m n 

Man sieht hieraus, dafs der Bruch, welcher die rechte Seite dieser Gleichung 
bildet, eine Function von n ist, welche ungefindert bleibt, welche andere 
ganze Zahl m man auch fflr sie setzen möge, d. h. unabhängig von n. Der 
vorliegende Bruch ist also eine absolute Constante, die =^ log ID gesetzt 
werden möge, so dafs: 

(21.) V'(») + A^ = ■^•ö«»' 
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und es bleibt jetzt oar der numerische Werth von logfi) aus einem besonderen 
Wertbe von ii zu bestimmen. 

§. 8. 
Jeder besondere Werth von n liann zur Bestimmung des numerischen 
Werthes von logli) benutzt werden. Als besonders dazu geeignete bieten 
sich die Werthe itsss2 und n^=A dar. Setzt man in (21.) n=s2, so folgt 
mit Hälfe von (20.) 

*log» = ^^!^ + Ioge(i), 

setzt man dagegen n = 4, so folgt : 

«log© = Tv'^+'ogca)+ioge!(i)+iog©(j) 

und aus beiden durch Sobtraction: 

(21«.) flog© = logG(i)-f logG(i), 
wodurch man, wenn in (17.) ar = |^ gesetzt wird, für log® die Reihe erhält: 
(22.) flog® = TV(2-C)-{-|log2-i(31og3-f-5Iog5) 

^, (i+l)(2i+l)* 4'('+" • 

Zur Bestimmung von log (B kann auch n =: oo gesetzt werden. 

Führt man nfimlich in (21.) fflr t^(ii) seinen aus (20.) folgenden 
Ausdruck ein, so erhalt man die Gleichung: 

die, nachdem sie mit — mulliplicirt und it = oc gesetzt worden ist , in das 
folgende Integral flbergeht: 

(23.) flog» =f\o%G{t)dL 

Setzt man hierin fflr \ogG{t) seinen aus (7.) folgenden Ausdruck, 3o erhflit man: 
(23".) ilogö> = -^-\\0fi2n^f'dxf\gr{t)dt, 

u u 

oder nach tbeil weiser Integration und mit Beracksichtigong des Integral werthes : 

/'logr(t)dt = iIog27i, 

(22".) iiogm = — T^ -f i log 2n — / * J? log r{x)dx. 
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Das bierin enthaltene Integral nimmt, wenn man x = l — y setzt, die Form an: 

ßxr{x)dx =f\\—x)r{\ — x)dx, 

ü u 

so dafs man auch das arithmetische Mittel beider: 

\f\%r{y—x)dx\\r)^o%l\x) — \o%I\\-x)\xdx 

an die Stelle des in dem letzten Werthe von logfi) vorkommenden Integrales 
setzen kann. So ergiebt sich: 

log CD = — i— y"*{logr(j?; — logr(l — j?)}xrfa?. 

u 

Aus der in §.5. erwähnten Reihe fOr logr(l-}-0 erbfilt man leicht nnter 
Anwendung der Gleichung 

\o%I\x) = log/'Cl-f a?) — loga? 
die folgende Reihe: 

*{logr(a:)~logr(l-x)} = _|log^_Car-l|s^^'^+S 
die auch, mit Benutzung der Gleichung 

in die folgende verwandelt werden kann: 

-4{logr(d:)-logr(l-a:)} 

= iloga?+ilog(l+ar)-|log(l-a:)+(C-l)x + J ^;^^^ 

Multiplicirt man dies mit x und integrirt dann zwischen den Grenzen und 1, 
so folgt ffir logcD sofort: 

(220 ilogfl> = -.V+»g+f (4^(7^3) - 

Eine der Reihen (21.) oder (22.) dient zur numerischen Bestimmung von 

log 19^ und zwar findet man: 

log CD = 0,33084228, 

woraus : 

cD = 1,392140. 

Es ist noch anzufahren, dafs CD auch vermittelst eines unendlichen Produkts 
ausgedrückt werden kann. Setzt man nämlich in (22^) för log/*J7 den am 
Anfang von §. 3. in (2^) angegebenen Werth, so ergiebt sich mit Be- 
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notzung von (8.) 

SViogi = -iÄ^ + iV+H(*' + Ä) + TV}logÄ + iIogö> 

1=1 

oder, indem man za den Zahlen flbergeht, 

Aas den Gleichungen (18.) und (20.) erhält man nun endlich das Mul* 
tiplioationslheorem in der folgenden Gestalt: 

(23.) G{nx)=[G{x)M{x'^^y^^G(x-\-^^)^^ 

§. 9. 
Die Gleichung (19.) des §. 6. läfst sich ebenso wie es von Raabe ffir 

die Gammafunction geschehen ist, dazu benutzen, das Integral / \o%G{t)dl 

X 

vermöge eines Ueberganges vom Endlichen zum Unendlichen zu bestimmen. 
Durch n dividirt geht die Gleichung über in: 

Setzt man in dem Coefficienten von x^ an die Stelle von logn die Differenz 
\ognx — Xogx, so lafst sich dies Glied in die beiden trennen: 

WO y=:nx. L&fst man nun n ins Unendliche wachsen, so dafs auch y ins Un- 
endliche wächst, so nähert sich, wie wir im vorigen Paragraphen gesehen haben, 

der Constante |logö> = a, der Coefficient -^^ von x der Grenze 
und die linke Seite der endlichen Gröfse / log G{t) dt. Es ist hieraus 

ersichtlich, dafs die von x unabhängige Gröfse, der sich fOr ys=:oo der 
Ausdruck ^^ t — ilogy nähert, ebenfalls eine endliche Constante ß sein 
mufs, so dafs man die Gleichung 

P^\o%G{t)iU = iar'loga?+/9x^-|-a 

erhält. Der Werth von ß ergiebt sich durch Differentiation nach x^ denn 
man erhält auf diese Weise: 

log©(x+l) — logfi^(iF) = a?Iogx+(2/J-f i)ar. 
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Da aber nach Gleichaog (10.) die Differenz linker Hand '=xlogx sein mntn, 
so ist 2/9+^ = 0, ß=—^, also: 

y*%g6{t) dt=^^x' (log (a;») - 1 ) -f i log m. 

X 

Anwendung anf die Integralrechnung. 

§. 10. 
Mnltiplieirt man die Gleichung 

log sin TT/ = log TT — Iogjr(0 — logJr(t — /), 
die man aus (4.) erhält und die unter der Bedingung 0<Zt<Z^ gilt, mit dt 
und integrirt zwischen den Grenzen und x^ so folgt mit Anwendung von 
(6.) und (7.) leicht: 

(24.) /'logsinTT/Ä = log-^i^, 0<a?<l. 

Hieraus folgt, wenn \ — t fAr / gesetzt wird: 

\ogco8ntdt = log 2«-tG(i-)-x) ^ -4<a?< + *, 

nnd hieraus wieder ffir x = 0: 



/ 



log cos ntdf = — i log 2. 



Dies zu der yorbergehenden Gleichung addirt giebt: 

(25.) /'hgeosmät = \og ^%*~^ly -i<a?<-fi. 

Durch Subtraction der Gleichung (25.) von (24.) erbalt man femer: 

und durch theilweise Integration findet man aus (24.), (25.), (26.) leicht die 
folgenden Integrale: 

tcolgntdt = — |^log(2sin:nca?) — log— ^Tjp-J, 

0<a?<l, 
ttangntdt = -^{«Iog(2co8«x) + log-g|J^}, 

" 0<a?<i. 

18» 
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Das letzte dieser Integrale fflhrt natflriicb auch zu der Bestimmung des 

folgenden : 

/^ tdt 
sinnt ^ 

dessen Darstellung wir jedoch hier Obergehen. Ebenso ffbergehen wir der 

IT* j- j • T . \ f" **^' /** <*rf^ f't^cosntdt .. 

Kürze wegen die drei Integrale y ^jjjrj^, J ^^^, J -^^r^, die 

u u u 

sich aus den so eben dargestellten durch theilweise Integration herleiten lassen. 

§. 11. 
Es ist klar, dafs man in die Integrale (24.) 9 (25.) 9 (26.) durch die 
Substitution at ffir / gewisse Constanten einführen kann. Es ist ferner er- 
sichtlich, dafs man durch Addition von diesen Integralen auf solche kommen 
kann, bei denen unter dem Integralzeichen der Logarithmus einer Summe 
oder Differenz der trigonometrischen Functionen sich vorfindet. Wir über- 
gehen es, diese Integrale vollständig aufzustellen und führen als Beispiel nur 
eins derselben ohne weitere Entwicklung an. Es ist dies das folgende: 



(27.) y^'log (cos ht — cos at) dt 



2 , G(l-i(«+&)j;) , 2 . G(l-i(a-&)x) , g 



a\b 
Bemerkt man nun, dafs aus (7.) 

folgt, und denkt man sich hierin (p{ax) für x geschrieben, wo 9 eine be- 
liebige Function, a eine Constante bedeutet, so ergiebt sich: 

Mit Beröcksichtigong dieser Gleichung erhält man aus (27.) durch Diffe- 
rentiation nach a leicht das folgende Integral: 

^ Y cos^ff/— cosonf ~ (o+A)«ff "*G(1— i(«+ft)x)'' (fl-*)*« «^G(l-i{«-*)*) 

2 



*> 0<a:<-qy 



a- 
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Eine Anzahl von ähnlichen Ergebnissen findet man ans den dem Integrale (27.) 
verwandten, von welchen oben die Rede war. 

§. 12. 
Wir wenden uns jetzt zur Herleitnng einer anderen Reibe von In- 
tegralen. Setzt man in (26.) — arctanga/ fär t, so erb&It man leicht: 



cm rm. 



1+ 



Gyl-] arc tang axj G(i arc tang axj . 

^log — yj^ — :^ -arc tang aar log n, 

Gl — src lang axjGyi arc tang ojrj 



<C •«'• <C oo , <C arctangajr <; ^nf 
fOr a = 1 und xs=l folgt hieraus : 

(39..) /'JJ^ = 8.,.,||1, 

oder da nach (20".) 

logfi'(i) + logG(i) = *log® 
Jst, 

<29».) r^^^ = inXogm - An\ofiG(\). 

ü ' 

Mit Hflife von (29.) läfst sich ein anderes Integral ebenfalls auf die 
Function G zurQckfflhren. Es ist nämlich 

i+a'+2acos^ = TZ:7«^^*^°g(Ti:^*^°gi^> 

r- cosxda;__ _ ^ Ji^arctang(l=^tangia:) 

J 1-|- !!*-{- 2a cos x 2a a(l— a») '^M-fa ©* /' 

a<Cl, ^<Z7i, <; arc tang < i ^. 
Bieraus folgt durch Addition und Integration nach a zwischen den Grenzen 1 
und a: 

/'"g 'V+t!:.?' -« = x..r<.-2/'.re...g(l^..,>gi.)^ 

oder 

= (2a?-7i)log«+2/ arc tang ^.^^ — 
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oder, da nach (36.) 

/ log(2-f 2cosOÄ = ^nlog—z =^ 

ist: 

y*Iog(l + a^4-2acosOrf' 



= (2a? -TT) log a +4« log-- jt + 2/ arctaDg ^ -- 

oder darch theilweise Integration des Integrals rechterhand: 

(30.) /^^'og ( 1 -f- a' + 2a cos rf/ 

u 



= (2a: — 7r)iogii-f' {n — ar)logsin3g-f ^^^^*^"g ^ -^^^^ ^ 'og-r^ 
I >i 1 ^ 2«/ q/ »"»Jf Iog(f— colgjr) •- 

a<Cl$ x<^7i, 0<Carctang<i^- 

Hieraas folgt unter der Annahme, dafs x^=\n, mit Hfllfe von (29.) nnd 
(29^) : 

(30«.) y^^^'log (1 + a' + 2« cos /) di 

u 

G\\-\ arctanga^*6^i arctanga^ 



2 arc tang n . log a — 2^1 log 



G^— arctangöJ.Gr^ arctanga^ 



Die entsprechenden Gleichungen fOr den Fall, dafs a>\^ findet man ans 
den vorhergehenden leicht, wenn man — für a setzt. 

Es lassen sich noch eine grofse Anzahl anderer Integrale, die mit 
den bisher betrachteten verwandt sind, hieran anknüpfen, so namentlich 
/>>.rctangaf^^^ p»S^^H^ /" («rctang«/)« ^^^ >' loglrf« ^^ 

doch äbergehe ich der Kflrze wegen die Entwicklung derselben. 
Aarbarg, im Juli 1856. 
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Sur rinvariant le plus simple d'une fonction quadra- 
tique bi-*teniaire, et sur le R^sultant de trois fonctions 

quadratiques ternaires. 

(Par H. A. Caylty.) 



Am. Sylvester a trouve depuis longtemps, pour le resultant des trois 
fonclioDS qaadratiques ternaires *} 

(a, *, c, f, g, A)(x,y, zf, 

{a', V, e', f, g\ K ) {x, y, z)\ 

ia", b", c", f\ g", h") {X, y, z)\ 
une expression remarqaable 

12Ä = \QCn-Q, 
ou Ci2 9 ^6 representent des fonctions donnees des coefficients qui sont non seule- 
ment des invariants mais aussi des comhinants des trois fonctions quadratiques 
(Yoir le memoire de M. Sylvester ^On the Caiculus of forms otherwise tbe 
tbeory of Invariants'' $. YIL Camb. et Dub. Math. Journ. t. VIII pp. 256—269 
anneel853, equation (il.) p.267). Pour expliquer la formation de la fonction Cq, 
il convient de considerer la fonction quadratique bi-ternaire 






*', 



c'. 



9'. 






«", V\ d\ f\ 
A, B, C, F, G, H 
A, B\ C, F', C, H' 
A", B", C'\ F", G", H" 
eette Dotation representant la fonction 

(a, *, e, f, g, 
+ (a', *', c', f, g', 

+(«", *", c", r> 9"> Ä")(x,y,«)^^ 

-{■{A, B, C, F, G, H)ix,y,z)\2fi^ 
+ (J', Ä', C, F% G\ H')ix,y,z)\2U 
+ (^A", B", C\ F", G", H") (T, y, z)\ 2iij. 



A' ) (a?, y, z)\ V 



^ J'^cris ( )(x^y,zy au lieu de ( ){'30,yyzY. Dans mes publications ant^rieures 
qui fönt partie de ce Journal le signe (-^j a etä Substitut aux parenthöses accouplees 
dont je me suis servi autre part, mais il vaut mieux omettre ce signe. 
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00 ce qui est la mdme cbose 

(a a;*-f * y*-\- e «*+ 2fyz^2g zx-\^ 2hxy)^ 
+ («'«»-1-*'/+«'*'+ 2fyz-\-2y'iex-\-2h'xy)r^ 
4- ( a"x»-f b"f\- <?"«'+ 2f'y«\-2g"zx-\-2h"xy)^ 
■\-{Aa!'-\-By'^Cz'\-2Fyz\-2Gzx^2Hxy)2TilQ 

-i- ( ^' X* -1- Ä V -i- C «* 4- 2F'y« -i- 2 C «a? -i- 2 Ä' a?y) 2 U 
4- (ii"x»-i- Ä V -f C'V -f 2i?*'r« -f 2G"zx + 2fl"a7y) 2 f 17. 

Söit 123 le determinant 



et 1'2'3' le determinant 



Öjr,, 


Öy., 


ö,. 


ÖxO 


Öy,, 


ö^ 


Öx,9 


K-» 


ö.. 


5|.. 


^i.-> 


öf. 


öfe. 


s.. 


5f. 


5«., 


ö*. 


öi. 



et soient l/j, ü,, ü, ce quo devient U lorsqu'on y ecrit Xi\ y^, ä^, S^^ rji^ ^^; 

a?2i y29 «a^ &, %vC2; ^31 r3i ^^ ^3^ ^39 ^3 au lieu de x, y, z, S, r],Xi 
on a alors cet iDvariant (analogue a rinyariant qaadratiqae d^une fonction bi- 
naire d'ordre pair) savoir: 

1 



384 



123.r2'3' U.U^U, 



oä comme a rordinaire les valears x, y, %, S, Vf ^ s^n^ relablies apres les 
differeatiatioos au Heu de Xi^ y^^ Zi^ §i^ rji^ ^i, etc. 

Je represente cet invariant par 



a. 


h, 


c, 


r* 


9> 


h 


«'. 


v, 


d, 


f> 


9'. 


h! 


«"> 


*", 


c". 


r> 


9'\ 


h" 


A, 


B, 


c. 


p, 


G, 


H 


Ä', 


B', 


c\ 


F', 


G', 


H' 



A", B", C", F", G", H" 

on voit sans peine qoe Tinvariant peat dtre developpe et qu'alors il preod 
la forme 

a, h, c, f, g, h 

«', *', C, f. 9'> H 
a", b", d\ f, y", Ä" 
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«> *> c, f, g, h 
-^{Ä, B, C, F, G, H\ 
A, B, C, F, G, H 

«', *', C, /•', g', h' 

— {Ä', B\ C, F^ G', W 
Ä\ B', C, F', G', H' 
a", h", e\ f\ 9'\ h" 

— { Ä", B", C", F", G", H" 
A", B", C", F", G", H" 
A, B, e, F, G, H 

■\-2\A', B', C, F', G', H' 

A", B", C", F", G", H" 
oü le premier terme 

o> *, c, f, g, k 

«', *', C, f, g\ h' 

a", *", c", f", sf', A" 
denote la fonetion 

ii*'c"-f ab"e\ a'b"c -}- a'bc"-]- a"*c'-f a"b'e 

— 2aff"— 2a' ff— 2a" ff 
--2bgy-2bYg-2b"gg' ' 

- 2eh'h" - 2c'h"h — 2c" hh' 

+ 2fg'h"-\- 2fg"h'\ 2f'g"h + 2/>A''+ 2/">Ä'+ 2^'/ h 
et de möme pour les autres termes. Linvariant contient les termes 

fib'e" + 2AB'C"\ 2fg'h"^ AFG'H" 

— 2af'f"— 2aBC^ 2aF^ 

— 4AF'F"-^ 4fAF- AfGU 

et on dödait de la son expression complele en y ecrivant 

aftV'-f Äft"c'-|- a'b"c + a'*c"+ a"he'-\- a"b'c 
an Heu de ab'e" ; 

afT\ iirf\ <i'fr\ h'9"^ b'g"g + c'>y+ cÄ'A"+ K^K'h \ c"Mi 
an lien de aff"y et ainsi de suite; la somme des coefficients est 6-|-2.6 
-f 2. 6 + 4. 6-1-2. 9 + 2. 9-1-2. 9 + 4. 9 + 4.9 + 4.9 = 216, ce qui est 
exacte, car il n'y a pas de termes qui se detrnisent, et dans Texpression 
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^5j 123*1' 2' 3'* UiU^Uj^ le nombre des termes qui composeat le produit des 

deux determinants carres est 36 X 36 = 1296, chacan de ces termes est mul- 
tiplie par le facleur 8 X 8 = 64 iniroduit par la differentiation, et Ton a 

3gjX 64X1296 = 216. 

L'invariant qui vient d'dire donne est lie avec rinvariant T de 
M. Aronhold (leqoel se rapporte a ane fonction ternaire cubique). C^eat 

pour cela qae je le designe par la mdme lettre T, et poor Oxer sa valear 

J^ * * 
ecns 

2r = flAV-f elc. 
Cela pose je forme les deux combinanis C^ et C^ de la maniere suivante. 
Combinant du sixieme ordre Cq. Soient ü, V, JV les trois fonctions 

quadratiques ternaires ; considerez la fonction syzygetiqne ill/-f/^ ^4^^' o^ 
l, IJ, V sont des quantites arbitraires, formez avec les variables |^ 17^ c^* le 
reeiprocant *} (multipiie par 2) de cette fonction, le resultat sera de Tordre 2 
par rapport aux coefficienls de JJ, V, W, de Tordre 2 par rapport k X, fi^v 
et de Tordre 2 par rapport ä g, rj, ^; c. a d. ce resultat sera une fonction 
quadratique bi-ternaire de X, fi, v et |^ -q, ^ dont Tinvariant 27 (leqael sera 
par consequent de Tordre 6 par rapport anx coefficienls de V, V, W) est 
le combinant C5 quMI s^agissait de trouver. 

Cofnbinanl du douzieme ordre C^» Considerez comme anparavant 
la fonction syzygetique XU'\'fiV-\-vW, formez le discriminant (multipiie 
par 6) de cette fonction; le resultat sera de Tordre 3 par rapport aux 
coefficients de U, V, W et de Tordre 3 par rapport a X, ju, v; c. k d. ii 
sera une fonction cubique ternaire de X, fi, v, dont Tinvariant jS> de M. Aron- 
hold**^ (lequel sera de Tordre 12 par rapport aux coefficients de U, V, fV) 
est le combinant C^ qu'il s^agissait de trouver. 



♦) Le röciprocant de (a, b, c, f, g, h){Xß y, «)• eil 

li «> Ä> 9 
ffj h, b, f 

L 9ß fß c 

= -(«, », C, 8f, ®, |))(|, fi, C)\ 

^*) Pour la fonction cubique ternaire 

{aj b, c, ij jj t, •,, j„ »I, /)(x, /, %y 
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On peul exprimer ces resaltats d'une maniere abregee en disant que Co 
est f invariant 2T de la fonciion bi^ternaire 2R et que C^i^st t'invariant S 
de la fonction cubique ternaire 6D, R et D designant le reciprocant et 
le discriminant de XÜ'{-tiV'{-r1V. 

Ponr demontrer requation 

12/1 = i6C,,-Ci 

il soffil de faire voir qae cette equation est verifiee lorsqu'au lieo des 
trois foDctions donnees U, V, W on sobstitue trois fonctions de la forme 
llJ'\'mV'\'nW, les coefficieDts l, m, n ayant ete choisis de maniere ä 
simplifier autant que possible les expressions des trois fonctions. II est facile 
de voir quil est permis de prendre pour les trois fonctions les formes donl 
s*est servi M. Sylveeter dans son memoire, savoir 

f + 2/y2: + 2ßzx + 2hxy. 

Mais il sait des recherches de M. Hesse, et M. Sylvester auss! a depnis 
reconnu, qu'on peut prendre ponr les trois fonctions les formes encore plus 
simples 

x^ -f 2/y«^, 

f + 2tzx, 
z' -j- 2lxy, 

qni se röduisent aax fonctions derivees de la fonction cubique:r^4~y'4'^'^*^^^^* 
Or en prenant ces valeurs de U, V, W, on obtient 

lU'\'fiV'\-rW = {X, fi, V, XI, ut, vl){x, y, z)\ 
Le reciprocant (multiplie par 2) est 



rinvariant S est 

= /* 

+ 3l(ijk + iJ,k,) 

— / abc 

19* 
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-2 §, v> ?. 
I, X, vi, fti 

n> yf> A*> *' 

S, fll, li, V 

ce qui en forme developpee doone le resultat 



+ ( • 

+ ( • 
+ (-2/r 

+ ( • 
+ ( • 



■\-2fiv • • )l* 

. — arv» . . -j-av )b 

-2!fi' ' . -{-2PvX ' )2IC 

. -_a/i/« . . ■{■2Pifi)2T]i 



qae Ton peut anssi exprimer comme fonction quadratique bi-ternaire, savoir; 



(-2/* ., 
. —21* 



1 . 'XKfi,v)''iS,v,tr 

' 1 . 



. — 8/« . .1 
— 2t' . /» . . 

. _a/ . . /* . 

En reprösentant rinvariant 2T par le diveloppement incomplet donne ci-dessos 
on obtieot dans le cas dont il s*agil 



2T = i—2t 



1 



—21 



-21 



1 
1 



2/* 

2/ 

2/ 

2/ 



+ 2 



-21 



1 
I» 



• > — etc. etc. 



-2/ 






ce qui se ridait a la Talenr finale 
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— 8r+2 
-(4/«-}-4r + 4/») 

— (4/«-}-4/'-f40 
-(4/»-j-4/»-l-4/») 
4-2(— 8/'+2r) 

== 2(1-20/'— 8/"). 

Les invariants <S^ et T de la fooction cubique a^-^-y^-^z^-^-^lxyz sont 

S = — H'* 

T = 1 — 20/» — 8/" 

rinvariant 2T de la fonetion quadratiqae bi-ternaire est donc precisement 
egal a 2T, oü T est Tinvariant qai vient d'dtre donne et on a 

c; = 2r. 

Le discriminant (moltipliö par 6) de la fontion i.ü-\-fiV-\-vW est 

>= 6 



A, 


ir. 


tfl 


/A, 


A*» 


IX 


Ifi, 


Ir. 


V 



= 6{-/u*-/>'-./v+(i+2n;iH 

ou la fonetion an parentbeses est ce qne devient le Hessien de la fonetion 
eobiqne «*-f y^+ ^"f ^l^y^, lorsqu'on y substitue X, f^^ v au lieu de ar, y, z. 
Son invariant j$ est 

= l+8/'+24Ö/«+464i^-}-16/*. 
Cette quantitö est en möme temps nn invariant de la fonetion cubique 

a?' -f y^ + «* + 6'^y^> 

et eomme tel eile doit s'exprimer en fonetion des deux invariants iS et T 
de cette derniere. Et en effet la quantit6 dont il s'agit se r^duit a 

(1-20/'— 8/*)^ — 48(-/+/*)' = T^— 48S^ 

Noas avons donc 

Cn = T^-48«^ 

et comme nous venons de trouver 

Q = 2!r, 

röquation 12li = 16Ci2 — C? se reduit ä 
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12if = 16(T*— 48iS»)-4T» 
= 127'* — 768S» 

■ 

oü enÜD ä 

R = T^ — 64S^ 

equation qui fait voir que le resultant B dont ii s'agil est effectivemenl egal 
a jR = (l-{-8/')^ c. a d.., au discriminant de la fonction cubique 

x^-f y^ "f ^^ ^" ^f^y^f 

ce qui donne la verification du theoreme general. Je m'etais servi d^abord 
d'ane analyse moins simple, en considerant le cas dans lequel on prend pour 
les trois fonctions les formes 

^ — y, 

x" -j- y» -f «» -f 2/ya 4- 2mzx -f 2nxy. 

U vaul la peine je crois, de donner les expressions correspondantes de Ce, C„, R. 
On a ici ä consid^rer la fonction 

X (ar* — f) 4- ^ (a?» 4- / -f- «» + 2tyz -f 2in«a7 -f- 2nxy) -{-»'(«'— f) 

laquelle peut s'ecrire comroe suil 

{fi-\-l., fi—X — v, fi-\-v,lfi, mfi, nv) {x, y, zf. 

Le reciprocant (moltiplie par 2) est 



= -2 



l 



I, /*4-i, nu, mfi 

Tj, nu, fi — X — y, Ift 

et en ecrivani a, b, e, f, g, h au lien de 1 — /', 1 — in% 1 — n', mim — l, 
nl — m, Im-^n, cetie fonction est 

= (2afi^ — 2i.iii — 2vi. — 2v'')i' 
■f (26.«" -f 2lfi ■]- 2^iv -f 2vl) 7f 
+ (2ctt' — 2v^ — 2vl — 2A*) e* 
-\-(2fiJ^-2lhi )2riC, 

+ (2^,«' + 2wa,« -f 2mfiv) 2^1 
■\- {2hfj} — 2nvfi )2§r} 

00 ecrite en forme de fonction qaadratique bi-ternaire 
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( 0, 2a, - 2, 0, - 1 , - 1 )(A, fi, rm, ti, ^)\ 

0, 2b, 0, 1, 1, 1 

-2, 2c, 0, —1, -1, 

0, 2/; 0, 0, 0, -/ 

0, 2(f, 0, tn, 0, m 

0, 2A, 0, — », 0, 

En exprimant comme auparavant nnYariaot2Tpar uae somme de cinq termes, 
on troove sans peine que ces termes sont respectivement 18— 4/^— 4m' — 4n% 
— 4/», —4tn\ —in\ 0; I'invarianl sera donc — 8(/'-f m»-f n»)-f 18; et 
Ton a pour le combinant du sixieme ordre 

Ch = -8(r+OT' + »*) + 18. 

Le discriminanl (multiplie par 6) de la fonctioa kü ■\- fiV-\- vW esi 

Ufl, fl — V — l, Ifl 

m^i, tfx, fi-j-v 

= OA»-f 6(1 — /» — m' — »M 2/w»)^'-f 0»^ 

-f6(M* — n»)/tV— evU— 6AV — e.av' — 6»';i*+6(m' — OA;«* — 6^1' 

= (0,6(l-r-m*-n»-f 2/»i»), 0, 2(»i»-n'), —2, -2, -2, 

-2, 2(m»-/'), -l)(A,/i,y/ 
= (a, ft, c, i,J, k, »1, ji, Ä, , t){l, ft, vf 

oü Ton a posr a = 0, A = 6 (1 — /' — m' — n* -|- 2'»"»)» e'c- L'Invariant Ä 
de cette derniere fonction est 

= t 

-2(— 4(»»* — 04-4 — 4(«i* — »*)) 

— 3 (8 (»I» — »*) + 8 (m* — T)) 

— 4* 

-}- I6(w» — n») — 16(»»' — n') (m* — V) -f 16(«i* — /») 
-f 16(in' - »*)'+ 16 + 16(m» - ff 
-j-16* 
= 9+12ft-l-16(/»+M«-fn*-m*n»-»»/'— /»m») 

00, 81 Tob substitne la valeur de ( 

Ca = 16(/*+»i«-|-n* — m'n» — »'/*-/'«•») 
-f 144/«i» - 72 (/' + m' 4- »') + 81. 
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On vient de trouver 

^uation qni donne 

C? = 64(/»+»i*-l-n*+2»»*n*-f 2ii»/« + 2'*m») 

— 288 (/»-!-»•'+»') +324. 

De ces resoltats combin^s on conclue 

16C„ — Ca* = 192(/*+in»+n« — 2in»n'-.2n»r— 2/»m») 

+ 2304/iiin — 864 (/' + »«» + n») -|- 972. 

Evidemment Texpression da r^soltant est, k ud facteur numeriqae pres, 

R = (3+2/-f-2m-f-2n)(3+2/— 2m— 2n)(3— 2/+2m— 2n)(3— 2/— 2m-f 2«) 
on en redaisanl 

+ i92lmn — 72(/H "»H «')+ 81. 
On relrouve donc 

12Ä = 16C„ - Ce', 

equation qaMI s^agissait de y^rifier. 

En terminant je remarque qne la plas grande partie de ce memoire 
est tire d'an manuscHt date „Hacbynilelb 13 Aoüt 1853". 

Londres, 22 Mars 1859. 
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lieber das Gleichgewicht schwimmender Körper. 

(Von Herrn A. Clebsch zu Carlsruhe.) 



JJie Slieste Theorie der Stabilität schwimmender Körper ist die Theorie 
des MetacoDtrums. Indem man den Körper ein wenig aas seiner Lage ge- 
dreht dachte, suchte man die Bedingung auf, welche erfällt sein mufste, damit 
er das Bestreben zeige in seine frflhere Lage zuröckzukehren ; und man hielt 
die Gleichgewichtslage fOr stabil, und nur dann för stabil, wenn diese Bedin- 
gung wirklich erfQllt wurde. Diese Theorie ist von Duhamel (Journal de 
Tecole polyt. , 24. Gab.) kritisirt uno berichtigt worden; man kann ihr indefs 
den Vorwurf der Unvollständigkeit vielleicht noch aus andern GrOnden machen, 
als welche Duhamel angiebt. Es könnte sein, dafs der Körper im ersten 
Augenblick sich aus seiner Lage noch weiter entfernte, aber durch den hydro- 
'dynamischen Druck zurQckgefQhrt wQrde, ehe seine Oscillationen eine endliche 
Ausdehnung erreicht hätten. Und in diesem Falle würde der Körper also 
stabil sein, obwohl die alte Regel des Metacentrums das Gegentheil aussa- 
gen würde. 

Indem man diese Regel veriiefs, begann man die Gleichungen fflr die 
Oscillationen des Körpers aufzusuchen, und näherte sich so einer strengeren 
Behandlung. Diese Gleichungen finden sich ki den Lehrbüchern von Poisson 
und Duhamel wenigstens dem Princip nach entwickelt und führen ebenfalls 
noch auf eine sehr einfache Regel. 

Diese Gleichungen stützen sich indefs auf die Annahme, dafs man 
während der kleinen Bewegungen des Körpers den hydrodynamischen Druck 
durch den hydrostatischen ersetzen dürfe. Nun unterscheiden zwar beide 
Arten des Drucks sich in diesem Falle nur um unendlich kleine Gröfsen, 
welche von der Ordnung der auftretenden Geschwindigkeiten sind. Dennoch 
zeigt es sich, dafs man diesen Druck zu vernachlässigen nicht berechtigt ist. 
Denn es zerstören sich die hydrostatischen Druckkräfte bis auf unendlich 
kleine Gröfsen gegenseitig, da die Bewegungen in der Nähe der Gleichge- 
wichtslage stattfinden: bei den hydrodynamischen Druckkräften hingegen, welche 
durch die Bewegung hinzutreten, findet eine derartige gegenseitige Yernich- 
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toDg keineswegs statt, da sie im Allgemeinen fiberall der Bewegung des 
Körpers entgegengerichtet sein werden; und so sind offenbar die Wirkungen 
dieser KrSfle genau von derselben Ordnung, wie die Totalwirkung des hy- 
drostatischen Drucks. 

Durch diese Betrachtung leuchtet ohne Weiteres ein, dafs die gewöhn- 
lichen Bewegungsgleichungen eines schwimmenden Körpers nicht blos unge- 
nau und etwa als erste Annäherung £u betrachten sind, sondern dieselben 
sind nothwendigerweise durchaus falsch, indem sie Glieder vemachlissigen, 
welche mit den berflcksichtigten von derselben Ordnung sind und oft jene 
äbertreffen, ja oft allein die Bewegung bestimmen, wie bei der Drehung eines 
symmetrischen Körpers um eine verticale Axe. 

Ich habe daher im Folgenden eine strenge Theorie dieser Ers<^heinun- 
gen darzulegen versucht, indem ich die gleichMitigen Bewegungen des Kör- 
pers und der Flflssigkeit neben einander betrachtet habe. Die Schwierigkeit 
der Aufgabe hat es nicht gestattet, einen speciellen Fall bis zu Ende za 
verfolgen, viel weniger eine allgemeine einfache Regel abzuleiten ; doch aacb 
so scheint die Eigenthfimlichkeit des Problems nicht ohne Interesse. Es zeigt 
sich, dafs eine transcendente Gleichung die Bewegung des Körpers bestimmt, 
welche daher unendlich vielfache Formen annehmen kann. Das Gleichgewicht 
ist stabil, wenn diese Gleichung nur negative Wurzeln hat. Die Aufstellung 
der Gleichung hängt von der Bestimmung eines Potentials ab, welche sich zu- 
letzt durch die allgemeine Auflösung der Aufgabe erledigen läfst, den statio- 
nären Wärmezustand der Flflssigkeit zu ermitteln, wenn durch die Oberfläche 
des Körpers (diesen ruhend gedacht) und durch das ruhende Niveau in jedem 
Augenblick gegebene Wärmemengen strömen. Es zeigt sich ferner, dab die 
erwähnte Bedingungsgleichnng von etwaigen Bewegungen der Flflssigkeit an- 
abhängig ist; dafs hingegen jeder stabil schwimmende Körper durch kleine Be- 
wegungen der Flflssigkeit in endliche Bewegungen versetzt werden kann, 
sobald ihre Periode mit einer derjenigen Perioden flbereinstimmt, welche der 
Körper fflr sich in seinen Bewegungen anzunehmen bestrebt ist. 

Am Schlüsse sind einige Vereinfachungen angegeben, welche die 
Theorie annimmt, sobald der schwimmende Körper in Bezug auf zwei gegen 
einander senkrechte Vertikalebenen symmetrisch ist. 
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§. 1. 

Gleichungen für die Bewegung der FIüssigkeiL 

Ein Körper von beliebiger Gestalt schwimme auf einer auf der Seile 
der positiven Zt Oberall unbegrenzten PlOssigkeitsmasse, so dafs, wenn Alles 
sich in Ruhe befindet, die ^F* Ebene das Niveau der FlOssigkeit bezeichnet 
Wenn der Körper und die FlOssigkeit selbst durch kleine Anfangsgeschwin- 
digkeiten und Anfangsverschiebungen aus der Ruhelage gebracht werden, so 
entstehen in der FlOssigkeit kleine Geschwindigkeiten, welche zur Zeit / fOr 
die Stelle x, y, z durch u, v, w bezeichnet werden sollen. An eben dieser 
Stelle herrscht dann ein Druck p, welcher sich von dem hydrostatischen 
Drucke A'\-ffms (durch m die Masse der Yolumeneinheit der FlOssigkeit 
und durch A den atmosphArischen Druck bezeichnet) um eine Gröfse P unter- 
scheidet, welche von der Ordnung der kleinen Geschwindigkeiten u, v, w 
sein wird. Die allgemeinen hydrodynamischen Gleichungen 

^ = ■^ + "•(^ + «■57 + " öF + «'ör)' 

dje * dy * dz 

kann man dann darcb Einffihron; von P, sowie dorch die Annahme verein- 
ficben, dafs bei der anfserordienUicbeD Kleinheit der Bewegongeo nur die 
ersten Dimensionen der Geschwindigkeiten und ihrer Differentialqootienten 
berdcksichtigt werden dfirfen. Denn denkt man sieb die Gröfsen P, u, v, mj 
simmttieh mit einem unendlich kleinen conslanten Factor behaftet, welcher die 
Ordnnag der Anfangsgeschwindigkeiten aasdrOckt, and Iflfst man dann diesen 
Factor sich der Grenze Noil nihern, so gehen die obigen Gleichungen Ober in : 

^ BP X du 
A BP . dw 

^ B%i i dv i du) 

20» 
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Wenn man nun die ersten drei Gleichungen nach / integrirt und durch 
fio, t?0 9 tTo die Anfangsgeschwindigkeiten bezeichnet, so kommt: 



u 



dy 

Wenn man dies in die letzte der obigen Gleichungen einführt, so erhält man 

dx ^ dy ^ dz mJ ^dx* ^ ~dp 



= ^+^+^-i/'(|^+^+^)*.- 



u 

und es wird dieser Gleichung genügt , wenn ihr Differentialquotient nach t 
verschwindet, oder wenn, da tio, r», u^u nur Functionen von x, y, z sind, 

und wenn anfserdem die Gleichung för einen beliebigen Wertb von /> z. B. 
fflr / = 0, erfüllt wird, so dafs also 

Die Gleichung (1.) zeigt, dafs die Abweichung P des hydrodynamischen 
Druckes von dem hydrostatischen ein Potential ist; während die zweite Glei* 
chung eine nothwendige Bedingung zwischen den Anfangsgeschwindigkeiten 
feststellt. 

Die Functionen P, i/q, i^), w^ haben noch verschiedenen andern Bedin- 
gungen zu genügen, welche sich auf die Oberfläche des eingetauchten Kör- 
pers, auf die freie Oberfläche der Flüssigkeit und auf die in der Unendlichkeit 
gelegenen Punkte beziehen. In den letzteren wird man die Flüssigkeit als 
ruhend betrachten können, und es darf daher in ihnen der Druck von dem 
hydrostatischen sich nicht unterscheiden, so dafs fiberall im Unendlichen auf 

der positiven Seite der Z 

(3.) P = 0. 

An der Oberfläche des eingetauchten Körpers mufs die Normalge- 
schwindigkeit der berührenden Flfissigkeitstheilchen nothwendig mit der Nor- 
malgeschwindigkeit des berührten Punktes im festen Körper übereinstimmen. 

Bezeichnet man also durch v, v, w die Geschwindigkeiten eines Punktes der 
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Eörperoberfläche, durch die Winkel a, ß, y die Richtang der von dem Körper 
abgewandten Normale, durch du das Element derselben und durch -3— den 

Ausdrack 

dP , dP a X BP 

_co8a+^cos/9+^cosy, 

80 erhält man die Gleichung: 

— "-" — I /** r5JP 

(4.) uco$a-\-vcosß-{^wcosy^=UiiCQBa'\^v^iCOsß-\'W^yCO^Y / -q—^- 



In dieser Gleichung sind a, ß, y mit del*Zeit veränderlich, und dieselbe gilt 
fdr alle Punkte (der eingetauchten Körperoberfläche, deren Gleichung wiederum 
mit der Zeit veränderlich ist. Da aber alle diese Veränderungen unendlich 
klein sind, so würde die BerOcksichtigung derselben obiger Gleichung nur un- 
endlich kleine Gröfsen höherer Ordnung hinzufflgen; man darf also mit Ver- 
nachlässigung höherer Ordnungen för a, ß, y die von der Zeit unabhängigen 
Werthe setzen, welche diese Gröfsen fOr die Ruhelage des Körpers anneh- 
men, und darf zugleich die Gleichung (4.) fOr diejenigen Punkte gelten lassen, 
welche in der Ruhelage der Körperoberfläche angehören. Ist die Gleichung 
dieser Oberfläche in der Ruhelage 

(5.) f(,x, y, z) = 0, 
so gilt also die Gleichung (4.) fQr alle Punkte dieser Oberfläche, welche 
positiven Werthen von Z entsprechen. 

Behandelt man nun die Bedingungsgleichung (4.) wie oben die allge- 
meine Gleichung fQr P, so löst sie sich in die beiden auf: 

ra -x du y dv ^ t dw 1 dP 

(6.) __cosa4-^cos/3+-^cosp' =____, 
welche zu jeder Zeit, und 

(7.) U^iCOSa-\-VyiCOSß'\^W^yCOSy = U^^CQSa^\•V^^COSß'\'W^^COSy, 

welche zur Zeit / = gelten mufs, und in welcher Hq, Tq, ti?» die Anfangs- 

werthe von u, v, w bezeichnen« 

An der freien Oberfläche endlich mufs der hydrodynamische Druck 

p == P'\-jfmZ'\-A 
den Werth A annehmen, d. h. es mufs das vollständige Differential Null sein, 
oder, da -^ = w ist, 
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Diese Gleichung besieht sich anf die freie Oberfläche, welche von der Ebene 
z=zO nnr unendlich wenig abweicht. Man kann daher, ganz wie oben, diese 
Gleichung auf 

(8.) = jfMw-^"^ 

rednciren, und sie fflr i2^s=0 gelten lassen, indem man nur Gröfsen höherer 
Ordnung vernachlässigt. 

Fahrt man hier ffir w seinen Werth ein, so l^oromt 







und wenn man diese Gleichungen wie die frflheren behandelt, erhält man fflr 
alle Werthe von /.* 

und für / = 0: 

(10.) (^)+^«u,o = 0. 

Man hat somit folgende Bedingungsgleichungen erhalten: 
1. fflr alle Werthe von / und fOr alle Punkte der Flflssigkeit: 

3. für alle Werthe von / und fflr die verschiedenen Theile der FlOssig- 
keitsgrenze : 

P = (im Unendlichen), 

M du ^ \ Jv Q \ du> \ dP r^M x^ > Ä'k 

(12.) / -rfT *'*' " + "rfT •'"''^ + "rfT *®*^ = "• m "S:^ (^'"' ^*' ^' *^ = ^5» 

57r=y^ (far« = 0); 
3. fOr / = 0: 

^+-^ + ^ = Oo der ««nwn FlflssifkeU), 
(13.) JwoCOsa-f-PoCOS^-j- iffoC08y = ir„coso-f »oCos/J-f- tTgCos;' 

(för A*» y> «) = 0), 
(|f). + y» «>« = (fflr « = 0). 

Von den letzten Gleichongen wird im Folgenden kein Gebraoch ge- 
macht werden. Denn da die Gleichongen (11.), (12.) die Function P nicht 
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vollkommen bestimmen^ und da diese allein, nicht aber ti^, 9u9 t^u? iQ ^^^ spätem 
Gleichungen eingehen, so kann man sich die in der FlQssigkeit etwa vorhan- 
denen Anfangsbewegungen durch die WillkOrlichkeiten dargestellt denken, welche 
diese Function noch mit sich fahrt; und es wQrde dann immer möglich sein, 
wenn über P bereits vollständig verfQgt ist, ans den Gleichungen (13.) an- 
gemessene Anfangsbewegungen darzustellen. 

§. 2. 

GleichuDgen ifir die Bewegung des Körpers. 

Um die Bewegung des eingetauchten Körpers za untersuchen, lege ich 
in dem Körper ein Coordinatensystem fest, wdches durch a:', y', z' bezeich- 
net sein soll. Der Anfangspunkt desselben sei der Schwerpunkt; dioAxe z' 
soll in der Ruhelage mit der Axe z zusammenfallen, so dafs sie vertical nach 
unten gerichtet ist und durch den Schwerpunkt der verdrängten FlOssigkeits- 
masse hindurchgeht; während die Axen x', y ffir die Ruhelage den x, y 
parallel gehen« 

Bezeichnet man nun durch «o die Coordinate des Schwerpunktes im 
System x, y, z fOr die Ruhelage, so sind beide Coordinatensysteme ver- 
bunden durch Gleichungen von der Form: 

(14.) y = Vi-^i^'+ßi^ + n^, 

Von den neun Cosinus a, ß, y etc. sind in dem Falle sehr kleiner Bewegungen 
drei, nämlich a^ /3t, p^a, bis auf Gröfsen der zweiten Ordnung gleich 1, und 
die •brigen sind unendlich kleine Groben der ersten Ordnung. Die bekann- 
ten Beziehungen 

redncdren sich also dann auf 

Yi — — Ä = Vi 

ß = — «t = Ä, 

wo nun &y q>j %p unendlich kleine Winkel bedeuten, mn welche man successive 
das eine Coordinatensystem drehen mufs, damit dasselbe in die Lage des 



156 Clebschß über das Gleichgewicht schwimmender Körper. 

andern geführt werde. Und so gehen die Gleichungen (14.) bis auf Gröfsen 
höherer Ordnung in die folgenden über: 

fx = x' ^§^ay' — tpz\ 
(15.) y = / ^r,^^z'-ax\ 

Aus diesen Gleichungen erhält man durch Differentiation nach der Zeil: 

dx dj . , d& , dif; 

dt ~ dt "^^ dt dt ^ 

j dy dfi I f dtp , d& 

d^ _ dC , , dip j dq> , 
dt ~ dt '^ dt ^ dt ' 

und aus diesen gewinnt man die in §. 1 mit u, v, %o bezeichneten Geschwin- 
digkeiten, wenn man x\ y\ z' einen Punkt der Körperoberfläche bedeuten läfst. 
Zugleich kann man aber dann, was bis auf Gröfsen höherer Ordnung erlaubt 

ist, x', y^, z' ersetzen durch x, y, z — z^i\ und so gewinnt man für u, v, w 

die Ausdrücke: 

d^ i d& , . dip 

- dC j^^dtfß d^ 

Die Ausdrücke (16.) müssen nun in die allgemeinen Bewegungsgleichungen 
des Körpers eingeführt werden. Bezeichnet man durch A, B, C, Ä', B', C 
die Gesammtcomponenten und die Drehungsmomente, welche von dem Ge- 
wichte des Körpers und dem hydrostatischen Druck herrühren; bezeichnet 
man durch do ein Oberflächenelement des Körpers, und also durch Pcosado, 
P cos ßdOf P cos ydo die von dem Druck P in diesem Element herrührenden 
Componenten, so sind bekanntlich die Gleichungen der Bewegung folgende: 

/ -j^dm = A—j Pcosado, 
(18.) {y^-^*'» = B—JPcosßdo\ 



f^dm = C-fPcosydo; 
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J^(^^ — y'j^)äm = A -fP(zcosß—ycosY)äo, 
(^^0 \J\^'d^ — ^IIf)^^ ^^ B' — /P(xcosy — zcosa)dOf 

f^'^~^'df)^^ "^ C — /jP(>:cos« — arcos/J)ifo, 

die Integrale links fiber den ganzen Körper, rechts Aber die ganze benetzte 
Oberfläche ausgedehnt. 

Um hier zunächst die linken Theile zu rednciren, bezeichne ich durch 
M die Masse des ganzen Körpers; dann ist ohne Weiteres, da offenbar 

fx'dm = fy'dm = fz' dm = 

zu setzen ist, in den Gleichungen (18.): 

fw^ = ^#- 

d^x 
In den Gleichungen (19.) bemerke man, dafs -^ etc. bereits unendlich kleine 

Gröfsen sind; daher kann man x^ y, z durch x\ y\ z^^Zi^ ersetzen^ und es 
wird dann: 

/y d*z d*x\ . 

Jonnud für Mathematik Bd. LVII. Heft 2. 21 
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wobei die BezeichnoDgen eiogeffihrt sind: 

Man = /ly'^ + ^'^)dm, Ma^ = —Jyz'dm, 

(20.) |üf«22 = f[z''\x'^)dm, Mih, = —Jz^x^dm, 

Ma,, ^yix'''-^y'^)dm, ' Ma,^ = —Jx'y'im. 

Was ferner die Beslimmnng von A, B, C, A', B\ C betrifft, so 
kann man diese Gröfsen dadarch bilden, dafs man in jedem Punkt des Kör- 
pers, dessen Volumenelement dv^ sei, das Gewicht gnldtf abwärts, und in 
jedem Element dv des in die Flfissigkeit eingelanchten Tbeils, das Gewicht 
gmdv der verdrängten Flflssigkeit aufwSrts wirkend denkt. Alsdann erhält 
man JL = = C = 0, und fOr A, B\ C die Formeln ; 

C= g fm'dv' —gmfdv, 
Ä = —gjywldv'^gmjyäv, 

B' = g jxnidtf —gmfxdvy 

wo rechts immer die ersten Integrale über den ganzen Körper, die andern 
aber nur Ober denjenigen Theil auszudehnen sind, welcher von der einge- 
tauchten Oberfläche und dem horizontalen Niveau der Flüssigkeit abgegrenzt 
wird. Die erstem nehmen sogleich die Werlhe 

gM, —griM, gSM 

an. Um die letztern zu berechnen, theile ich die Integration in eine solche, 
welche Aber den von dem ursprflnglichen Niveau z'=—Zo abgegrenzten Kör- 
pertheil auszudehnen ist; und in eine andere, welche über den zwischen 
der ursprünglichen und der spätem Niveaufläche C^' = — 2:0 und 2r = 0) lie- 
genden Körpertheil auszudehnen ist. Der erste Theil liefert die Integrale 

wo V das Volumen der verdrängten Flüssigkeit für die Ruhelage, x die Tiefe 
des Schwerpunkts dieses Volumens unter dem Schwerpunkt des Körpers be- 
deutet. In den letzten Theilen, welche sich über einen unendlich kleinen 
Raum erstrecken, kann man x, y durch x', y' ersetzen; dann aber wird, in- 
dem man nach z' integrirt und bemerkt, dafs 

z'=—Zii und z = oder z^ = —Zo-~t—ipx' -^-fpy 

die Grenzen der Integration sind. 
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— 9^/ ^^ = —gfnfdx' dy dz' = —^/(C'\-y^^' — 9>y)^^'^y* 

gmfy dv = gm fy' dx' dy' dz' = g^fy (?+ V^' — yj^) ^' dy^, 

— gn^/xdv=^ — gm fx' dx' dy' dz' =^ — g^n jx'i^^xpx' — fpy')dx'dy. 
Die noch auszufahrenden Integrale sind über die FIfiche ausgedehnt, in welcher 
das ursprQngliche Nivean den Körper durchschneidet; nennt man dieselbe F 
und setzt 

( F=fdx'dy', e,F^ fx'dx'df, e^F=^ f^ dx' dy", 

(21.) ^ r r r . 

\e,,F=fy^dx'dy, e^F^fx'^dx'dy, c«F= -Jx^ydx'dy, 
so gehen endlich die obigen Integrale Ober in 

—gmjdv = —gmF(\pc^ —fpc^ + C)^ 
gmjydv = —gmF{if>c^^\\i)en — Xe^^ 
—gmjxdv = — ^m F(y r« + y^Cjj + £^i). 

Und dieAusdrOcke fflr A\ B\ C werden also, indem man noch die fflr das 

Gleichgewicht der Ruhelage nothwendige Gleichung M=mV berdcksicbfigt, 

folgende: 

C = —gmF{\pe^—<pc2 +S), 

A = gm V. (fx — gmFi^Cn -f tpc^ — ^c,) , 
B' = gm V. y/x — gm F{<pen -f V^w + C^i)- 
Fafst man nunmehr die ganze Entwicklung zusammen, so erhilt man die Be- 
wegungsgleichungen des Körpers: 

ilf-rp- = — /JPcosarfo, 
(22.) [m^ = -fPcosßdo, 

M^ = — yPcosyrfo— ^mF(i/;ri — yi?2+D; 

^yPi(9—Zo)co3ß—yco3a)do—gmF(<p(cn — -y) + V^n— C^«) , 

= — yP(arcos;'— (J5— aro)cosa)rfo— ^mF(ycu-f v(*» — 7r)+?<^i)» 

^(«13 ^ + «2j 7^ + «M ^) = -/''(r cos a - X cos/?) <fo. 

21» 
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Diese Gleichangen anterscheiden sich von den gewöhnlichen linearen Glei- 
chungen, welche die kleinen Bewegungen yon Punktsystemen angeben, durch 
die Glieder, welche P enthalten, und deren Bestimmung ihrerseits wieder, 
nach den Gleichungen des §. 1, von den Werthen der Geschwindigkeiten des 
bewegten Körpers abhängen. Man kann Inders auf diese Gleichungen eine 
Behandlungsart anwenden, welche der Integration linearer Differentialgleichun- 
gen vollkommen analog ist, und welche im Folgenden auseinander gesetzt 
werden soll. 

§. 3. 
Bestimmnng der Function P. 
Die Function P ist ein Potential, welches nach (12.)9 (17*) den Be- 
dingungen genügen mufs: 

P = (im Unendlichen), 

8*P dP 

-qtt = ^ -g— (an der freien Oberflfiche), 

+ "3f^((2^— «^ü)cos/? — ycosy)-|-^(j?cosy — Ca: — «o)cosa) 

d'^d' 
+ -^(ycosa — arcos/?) (an der Oberfläche des Körpers). 

Die letzte dieser Gleichungen führt darauf, sich die Function P ent- 
wickelt vorzustellen nach den geraden Differentialquotienten der sechs Gröfsen 

h n> ^> y> v^> ^ß 

so, dafs die Coefficienten dieser Differentialquotienten von der Zeit unabhängig 
seien und einzeln der Potentialgleichung genügen ; ich denke mir daher P in 
der folgenden Form dargestellt: 



(85.) 



+ r.^ + ^'1^+ y'^+ 



• • • 



• • • 



ir& , ^ d*& , ^ d*» 



•••» 



WO die JT^ Y, . . . von / unabhängig sein sollen, während Q sowohl t 
als X, y, z enthalten mag. Diese Coefficienten unterliegen nach (24.) zu- 
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nächst slmmtlich der Bedingung, dafs sie im Unendlichen verschwinden mfids^^ii"; 
sodann aber zeigt sich eine Reibe von Bedingungsgleicbnngen, wenn man^n 
die zweite nnd dritte Gleichung (24.) die Form (25.) einfahrt und die Coef- 
fidenten der verschiedenen nach / genommenen Differenlialquotienten ver- 
schwinden läfst. Von den sechs Reihen von Bedingungsgleicbnngen , welche 
bierdarch entstehen, setze ich nur die zu den X gehörigen hierher. Es wird: 
An der Oberfläche des Körpers: 

3-^ = cos«, 

m dn ' 



m dn 

JL ^ 

m dn 



0, 
0, 



An der freien Oberflfiche der FlQssigkeit: 

Ans diesen Gleichungen ersieht man leicht, in Folge eines bekannten Satzes 
Ober die Potentiale, dafs die X sich successive vollständig bestimmen lassen. 
In der That kommt es nur darauf an, zu zeigen, dafs die Function X^ voll-* 
ständig bestimmt ist, wenn an der Oberfläche, mag dieselbe frei oder durch 
den Körper begrenzt sein, ihr Differentialquotient nach der Normale gegeben 
ist, während die Function im Unendlichen verschwindet. Gäbe es aber zwei 
verschiedene Functionen dieser Art, so wäre ihre Differenz 4> ein Potential, 
dessen Differentialquotient nach der Normale flberall an der Oberfläche ver- 
schwinden mfifste, während im Unendlichen ^ selbst gleich Null wäre. Nun 
ist aber bekanntlich in Folge der Differentialgleichung der Potentiale: 

/(0'+(f )"+(^)')*» = -/*^*. 

das Integral rechts Ober den ganzen Umfang der Flflssigkeit ausgedehnt. Da 
nnn flberall auf demselben entweder ^ oder -^ verschwindet, so ist das 
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betrachtete Integral Nall, daher an jeder Stelle der Flflssigkeit. 

dr dy dz 

Also Diurs ^ einer CoBstanten gleich sein, welche wegen der Bedingung im 

Unendlichen nar den Werth Null haben kann. Daher sind die gedachten 

beiden Werthe von X„ einander gleich, d. h. die Function ist vollkommen 

bestimmt. Man bemerkt auch, dafs diese Aufgabe genau auf die andere zu- 

rfickkommt, den Wärmezustand der Flüssigkeit zu bestimmen, wenn im 

Unendlichen die Temperatur überall Null ist, durch die (fest gedachte) 

Oberfläche des Körpers und durch das (ruhende) ISUveau aber gegebene 

Wärmemengen einströmen. 

So folgt also, dafs der zweite Tbeil des Ausdrucks (25.) vollkommen 

bestimmt ist, und dafs also nur noch die Function Q zu bestimmen Qbrig 

bleibt. FOr diese bleiben aber nach dem Vorhergehenden aus (24.) die Be- 

diogungen Qbrig: 

= 0, (im Unendlichen), 

(26) ^"öF" ^ ^"ö?" ^'^ ^^^ ^^^*®° Oberflficbe), 

dO 

-J^ == (an der Oberfläche des Körpers). 

Hieraus ersieht man zunächst, dafs die Function Q von den im 
Körper vorhandenen Bewegungen ganz unabhängig ist. Man kann sagen, 
dafs sie denjenigen Theil des hydrodynamischen Druckes repräsentirt, welcher 
von den urspränglichen Eigenbewegungen der Flüssigkeit abhängt. In der 
That sieht man ohne Weiteres ein, dafs Q genau den ganzen aus der Be- 
wegung entstehenden Druck darstellen wärde, wenn der eingetauchte Kör- 
per festgehalten würde. Und so kann man sich also unter Q den Druck 
denken , welchen beliebige Wellensysteme erregen, die in der Flüssigkeit 
entstehen und welche sich ebenso fortpflanzen, als wenn der Körper 
eine unbewegliche Begränzungsfläche bildete. 

Es läfst sich zeigen, dafs die Function Q nur Glieder enthalten kann, 
welche periodisch sind, nicht aber solche, welche mit Exponentialfactoren in 
Bezug auf t behaftet wären. Denn denkt man sich Q in eine Reihe von 
Gliedern aufgelöst, welche einzeln Gleichungen von der Form 

erfüllen, und welche offenbar einzeln den Gleichungen (26.) sowie der Po- 
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tentialgleichung genflgen mOfsten, so folgt fOr ein solches Glied: 

/((f)"+(f)"+(f)V=-/»f*'. 

rechts Ober die ganze freie Oberfläche integrirt; oder auch nach (26.) 

was nur möglich ist, wenn x eine negative Zahl bedeutet. Dann aber ist 
das betreffende Glied in Q mit einem sin/y — x oder cos/y^ — x behaftet. 

Die Function P sondert sich also in zwei Theile, deren einer nur 
von den Bewegungen des Körpers abhängt, dagegen von den etwa in der 
Flfissigkeit selbstständig auftretenden Bewegungen ganz unabhängig ist, wäh- 
rend bei dem andern das Gegentheil stattfindet. Auf diese Theilung lafst 
sich ein Verfahren begründen, welches die Natur der Bewegungen eines 
schwimmenden Körpers kennen lehrt. 

§. 4. 

Bedingung der Stabilität und Einflufs von Wellen, welche in der Flüssigkeit auftreten. 
Die Gleichungen (22.)^ (23.) fflr die Bewegung des Körpers nehmen 
nunmehr die folgende Gestalt an, wenn man den Ausdruck (25.) darin einführt: 

etc. 

Obwohl in diesen Gleichungen unendlich hohe Differentialquotienten vorkommen, 
so haben sie doch im Uebrigen vollständig den Charocter linearer simultaner 
Differentialgleichungen mit constanten Coefficienten und mit rechten Theilen, 
da die Glieder, welche Q enthalten, als bekannte Functionen der Zeit sich 
darstellen, sobald die in der Flüssigkeit auftretenden Wellenbewegungen be- 
kannt sind. Man wird daher auch die bekannten Methoden für die Integration 
derartiger Systeme auf das vorliegende anwenden dürfen. So kann man 
also zunächst die Gleichungen ohne rechten Theil integriren, indem man 

(28.) 5 = ^0. < ri=ri^.e^\ 

setzt und die Gleichung aufsucht, von welcher a abhängt. Da die Einführung 
dieser Werthe wegen der geraden Differentialquotienten durchaus auf gerade 
Potenzen von o leitet, so wird auch die resultirende Gleichung 

(29.) S = Q 
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nur gerade Poienzen von a enthalten können; aber dieselben werden bis zu 
unendlich hohem Grade ansteigen, und man mufs daher der Gleichung (29.) 
den Character einer transcendenten beilegen. 

Die Gleichung JS'=0 stellt sich im Aligemeinen unter der Form 
einer Determinante der sechsten Ordnung dar. Denn wenn man die Werthe 
(280 in die linken Theile von (27.) einführt und dieselben gleich Null setzt, 
so erhält man Ausdrücke von der Form 

in welchen s8mmtliche A^ B^ ... unendlich hohe Potenzen von a enthalten ; 
die Elimination der Verhältnisse von ^09 ^/oi • • • aus den 6 Gleichungen, welche 
(2T.) ergiebt, führt dann auf die gesuchte Gleichung. Diese Determinanten- 
form zeigt in vielen Fällen die Gleichung JS'=0 schon in mehrere Factoren 
aufgelöst, wovon weiter unten ein Beispiel auftreten wird. 

Die Aufstellung dieser transcendenten Gleichung genügt aber voll- 
ständig, um die Frage nach der Stabilität des schwimmenden Körpers ent- 
scheiden zu lassen. Denn ans den bekannten Sätzen über die Stabilität von 
Punktsystemen ist die nothwendige un<l hinreichende Bedingung der Stabilität, 
dafs keine Wurzel der Gleichung JS'=0 existire, deren reeller Theil po- 
sitiv. Und da in der vorliegenden Gleichung offenbar je zwei Wurzeln 
einander gieich und entgegengesetzt sind, so darf überhaupt keine Wurzel 
einen reellen Theil enthalten; denn wenn eine der Wurzeln einen negativen 
reellen Theil aufwiese, so zeigte die entsprechende einen positiven, was nicht 
sein darf. So müssen also alle Werthe von a rein imaginär oder, was das-^ 
selbe ist, aile Werthe von d^ negativ sein. Man hat somit den Satz: 

Das Gleichgewicht des schwimmenden Körpers ist nur (und immer) 
stabil, wenn sämmtliche für a^ aus der Gleichung/ 

JS = f{(f) = 

folgende n Werthe negativ sind. Diese Gleichung hängt nur von der 
Gestalt und Lage des Körpers, nicht aber von etwaigen Bewegungen 
ab, welche in der Flüssigkeit selbst ihren Ursprung haben. 
Der Einflufs, den diese letztern auf den Körper ausüben, hängt von der Be- 
rücksichtigung der rechten Theile in den Gleichungen (27.) ab, d. h. von der 
Function Q. Diese mufs sich nach der Bemerkung des §. 3. als periodische 
Function von t, d. h. in der Form 

Q = 2 {As\xixt'\'B cos xt) 
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darstellen, wo die einzelnen Glieder den verschiedenen, die Flüssigkeit 
durchkreuzenden Wellen einsprechen. Dann aber folgt ans der Theorie der 
Variation der Constanten, dafs die BerQcksichtignng dieser Glieder nur (and 
Immer) in den Ausdrücken der S, rj, ... auf Terme führt, welche die Zeit 
aufserhalb des Sinus- oder Cosinuszeichens enthalten, sobald die Periodicität 
eines Gliedes in Q mit der Periode eines Gliedes von S, t], ... überein-* 
stimmt, d. h. wenn ein x gleich einem der Werthe von )f--(f wird, w#Icll^ 
aus JS=iO fliefsen. Und so erhält man das zweite Theorem, welches den 
störenden Einflufs der in der Flüssigkeit vorhandenen Wellen angiebt: 

Jeder stabil schwimmende Körper kann durch unendlich kleine 
Wellenbewegungen der Flüssigkeil in endliche Bewegungen versetzt 
werden, sobald die Periode derselben mit einer Periode derjenigen Be-- 
wegungen übereinstimmt, welche der Körper für sich anzunehmen be- 
strebt ist. Die Anzahl dieser Wellenbewegungen ist für jeden Körper 
unendlich grofs, ebenso wie die Anzahl der periodischen Bewegungen, 
welche er für sieh anzunehmen im Stande ist. 

Durch diese beiden Theoreme ist, wie man sieht, die Aufgabe auf die 

alleinige Aufstellung der Function Z, d. h. der Functionen X^, X^ etc. 

zurückgeführt. 

§. 5. 
Eine andere Art, die Gleichung 2 = aufzustellen. Ueber den specieüen Fall eines 

gegen zwei Verticalebenen symmetrischen Körpers. 

Die Aufstellung der Gleichungen (28.) führt nun aber auf einen unmit- 
telbareren Weg zur Darstellung der Functionen 2 und P. Denn wenn man 
in P die Terme 

betrachtet, sodann aber, wie oben geschehen, 

1 = ^0«^. ^ = ^0«*^. etc. 
setzt, so ist dies nichts anderes, als dafs man dem betrachteten Theile der 
Function P die Gestalt giebt 

(30.) (jri,+ r7?„+zs;,+*y„+ ?fv^ü+0^o)^^* = i2< 

wo X, Y etc. die Zeit nicht mehr enthalten ; und statt diese Darstellung durch die 
Form (25.) anzubahnen, kann man sie jetzt ohne Weiteres aus den Gleichun- 
gen (24.) abzuleiten versuchen. In der That, setzt man in diesen Gleichungen 

p = n^' 

and für ^, rj etc. die erwähnten Werthe, so erhält man die Bedingungs- 
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gleichuDgen : 

S2 = (im Unendlichen), 

du 
(j^il = g-^ (an der freien Oberflache), 

+yo((«— «^ü)cos/J— ycosy)-fV'o(^co8y— («— «ii,)co8a) 
'\-0'^{ywsa—xeosß) (an der OberflSche des Körpers). 

Aus diesen Gleichungen ist die Function il, und zwar in der Form (30.)9 
vollständig bestimmt, sobald man ihr noch die Eigenschaft auferlegt, dafs sie, 
nach aufsteigenden Potenzen von d^ entwickelt, durch jedes einzelne Glied 
der Entwicklung der Fotentialgleichung genflge. Denn dies ist in der That 
die Bedingung, welche den zweiten Theil der Entwicklung (25.) characterisirt; 
wie man denn auch leicht (analog den oben gefOhrten Beweisen) zeigen kann, 
dafs die Differenz zweier Functionen, welche dieser Bedingung und den 
Gleichungen (31.) genögen mufs, nothwendig verschwindet. 

Die Gleichungen (31.) zerfallen aber, mit Anwendung der Form (30.), 
sogleich in die einzelnen Systeme: 

Im Unendlichen: JT = 0, 

F=0, 



An der freien Oberfläche: 






a'Y 



dz 

iL 

dz 



An der OberflSche des Körpers: 

i dX 



I 



(32.) 



uro* 


d» 


1 


ar 


VM$* 


dn 


1 


BZ 


mc* 


dn 


i 


80 


tno* 


d» 


1 


ö«P 


ma* 


dn 


1 


de 



cosa. 



cos/?^ 



COS/j 



= {z — Zo)eo8ß—yeosy, 
= xcosy — (z — z^)cosa, 

-^--^^ == rcosa — 07 COS /3. 
ma^ dn -^ ' 
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Aus diesen Gleichungen kann man also die Functionen X, Y^ . .. nn- 
mitlelbar bestimmen Sie genügen aber zugleich, um einige wichtige Eigen- 
schaften erkennen zu lassen, welche auftreten, sobald der schwimmende 
Körper in seiner Ruhelage symmetrisch wird in Bezug auf zwei gegen ein- 
ander senkrechte Verlicalebenen. In diesem Falle müssen in den allgemeinen 
Gleichungen (22.), (23.) für die Bewegung des Körpers die Coefficienten 

^12 1 ^23 9 ^31 9 ^11 ^2 9 ^12 

verschwinden, indem man diese Verlicalebenen zu Coordinatenebenen wählt. Zu- 
gleich aber vereinfachen sich die Ausdrücke bedeutend, welche von demjenigen 
Theile des hydrodynamischen Druckes P abhängig sind, welcher die Form £2e^ 
annimmt Unter den angegebenen Umständen ändert nämlich offenbar cos a 
mit X, cos/? mit y das Vorzeichen, während cos« für -|-y und — y den 
gleichen Werth behält, ebenso cos/? für x und — y, cos;" für x und — x, 

nnd auch für y und —y. Setzt man also für -^ etc. in die Gleichungen (32.) 

ihre Werthe 

_cos«H--;g^cos/?+-^cosy 

etc., 
so erkennt man, dafs in Bezug auf die oben angegebenen Eigenschaften noth- 
wendig X und V mit cosa^ T und 4> mit cos/?, Z mit cos;" fibereinstim- 
men müssen, während den Character des Products cos ex cos/? oder xy an 
sich trägt. 

Bildet man daher jetzt die sechs Integrale, welche in den Gleichun- 
gen (22.), (23.) vorkommen: 

/ß cos a do, /h Q{z — Zii) cos ß—y cos y) do, 

/h cos ßdo, jil {x cos y — {z — fir„) cos a) rfo, 

fSlcosydo, /S2(ycosa — xcosß)äo, 

so erkennt man, dafs wegen der Symmetrie der Figur dieselben sich reduciren auf: 
/lSiiX'\' %V) cos a do, fiyi.T^ 9o*) ((« — «o) cos/? — y cosy) rfo, 
/(ijoF-f yü*)cos/?i/o, y(^o-X^-|-i//oy)(a?cosy — (ar — «„)cosa)rfo, 

fl^Zcosydo, ß&i^O{ycosa — X cos ß)do, 

während die Elemente aller übrigen Integrale einander gegenseitig zerstören. 

22* 
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Und so erhält man aus (32.)? (23.) folgende Gleichnngen, indem man, 
wie es zur Bestimmung der Gleichung JS ^= geschehen mufs, von der 
Function Q abslrahirt: 

(1 .) Md^ .&,==:— So /Xcos ado — V^ü /'P^cos a do, 
(2,) aia^ . i;,, = — I/o /y cos ßdo — fpiyf^ cos ß do, 
(3.) Ma^ .Sü = -Sü(yZcosyrfo+^mF), 

(4.) Ma'ai,.<p^=^(po[j4>Q{z — Zo) cos ß — y cos y^dO'\^ gm F(cn—^^^ 

— V<ifY(^i^ — ar„) cosß—y cos y) do, 

(5.) Md^Ot^ .y;^z=z—yjo (y *u (^' COS y — («?— »o) cos a) do -f ^wi F(c22— ^j) 

— ^ü/^(^cosy— (ä — a: ) cos a) rfo, 

(6.) Md^a^.S-^^^^ —&o/&(yco8a — x cos ß)do. 

Hieraus erkennt man, dafs das frühere System von Gleichungen sich in vier 
von einander vollständig gesonderte Systeme aufgelöst hat, welche durch die 
Gleichungen 

(l.).(5.), (2.). (40, (3.). (6.) 
gebildet werden; und dafs also die Gleichung JS=zO sich in vier Factoren 
auflöst, von denen der erste der Bewegung in der Richtung der X-Äxe und 
der Drehung um die y-Axe, der zweite der Bewegung in der Richtung der 
F-Axe und der Drehung um die X-Axe, der dritte der Bewegung in Rich- 
tung der Verticalen, der vierte einer Drehung um dieselbe entspricht. Diese 
vier Bewegungsarten können somit einzeln behandelt und auch einzeln in 
Rücksicht auf die Stabilität untersucht werden, indem man der Reihe nach 
die vier Eliminationsgleichungen discutirt: 

[fXcos a rfo-f-Äf <r*j[y y^o: eosy—{z—Zo) cosa)dO'\-M(faa'\'ffmF(c22— •^)] 

— /Vcosado. /X(xeosy — (« — Ziy)cosa)do = 0, 
[yrco8/?ifo-f-i!fa'][y* ((«— «o)cos/9— yco8y)rfo+i»fa^aa+^mF(rn— -)] 

— /^cosßdo.fY({Z'-Zii)cosß — ycosy^do = 0, 
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/Zcosyrfb + üfcr'+^mF = 0, 

/6(y eosä—x cos ß)äO'\'Ma^asi = 0. 

Es wird sogar nur nothwendig sein, die ersten beiden Gleichungen zu unter- 
suchen, da der Natur der Sache nach die Bewegung in den letzten beiden 
Beziehungen nothwendig periodisch sein murs. Ist der Körper vollends ein 
Rotationskörper, und die Z-Axe seine geometrische Axe, so fallen noch die 
ersten beiden Gleichungen in eine einzige zusammen. 

Carlsruhe, den 5'*" August 1859. 
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Ueber eine symbolische Formel, die sich auf die 
Zusammensetzung der binAren quadratischen 

Formen bezieht. 

(Von Herrn L. Sehläfli zu Bern.) 



Mßer Beweis, den Gaufs (Disqaisitiones aritbm. p. 352) dafflr giebt, 
dafs die Elemente A, B, C der Form 

F = AX^ -f 2B jrr-f CY\ 

weiche durch die Substitution 

X = Xxx' + X'xy' -f- X"yx' + A"Vy', 

F = fixx'-\-n'x'/-\-fjJ'yx'-\-^i"'yy' 
in das Product der Formen 

f = ax^ -f-26a?y 4"*/** 

/' = aV-f2ftV/-f<?y 
übergebt, ans seinem Verfahren die Substitutionselemenle X, ft-, ... zu be- 
stimmen, als ganze Zahlen hervorgehen, schliefst eine merkwördige symbo- 
lische Formel in sich, welche verallgemeinert werden kann. 

Da die sechs Determinanten (A.u')« • • • der Substitutionselemente 1 zum 
gröfsten gemeinschaftlichen Maafs haben, so kann man sechs ganze Zahlen 
finden, welche einzeln mit den Determinanten multiplicirt sechs Producte geben, 
deren Summe 1 ist. Der Ausdruck, dessen Werth 1 ist,. als lineare und 
homogene Function von X, . . . aufgefafst, sei aX-\-tt'X'-\-a"X"-\- a"'X"', in der- 
selben Beziehung zu fi, . . . sei er ßfi-]- ß'fi' -\- ß"fi"-^ ß"'/i"'. Dann kennt 
man acht ganze Zahlen a, ß, . . . , welche die Bedingungen 

:SaX = i, j:afi = 0, SßX = 0, 2ßfi = i 
erfflllen. Daraus folgt: 



wo nnn 



X,2ßX 

fi, 2ßfi 

(V) = 

( V) = 

W") ■■ 



ß'(X,u')i-ß'\Xfi")-{-ß"'(Xfi"'y, etc. 
- tt\Xft') — a"{Xn") — a"\Xfi'") , etc. 



n'a. 



nb'-i^n'b. 



iXfi") = nd, 
{X'fi") = nh'-n'b, 
{X"(i"') = 



n'o 



Schlaf lij über Composiiion quadratischer Formen. 171 

M setsen ist, wenn wir die DiscrimioaoteD der drei Formen mit 

D = AC—B", 

n^D = ac — b\ 

fiT'D = fl'c'— b'^ 
bezeichneo. 

Setzen wir jetzt 



unterscheiden die Variabein als Objecte der Differentialionssymbole durch einen 
Obergesetzten Strich von ihren als constant geltenden Weriben, die wir durch 
dieselben Buchstaben ohne diesen Strich ausdrflcken, und machen der Kürze 
wegen ^ 

so haben wir 

X=—xfß {nsr' -j- nW), Y=<p (nsr' + nW) ; 

die Bedingung JSaX s= 1 bekommt die Gestalt 

und fflUt mit :sßfi=z\ zusammen, während JSa^ = 0, :sßX=^0 schon durch 
die Ausdrflcke für X, fi, ... realisirt sind ; und die von Gaufs zum Beweise, 
dafs A, B, C ganze Zahlen sind, gebrauchte Gleichung erscheint unter der 
merkwürdigen Form 

Dafs ähnliche Gleichungen für eine Zusammensetzung aus beliebig 
vielen quadratischen Formen existiren, deren Discriminanten sich wie die 
Quadrate ganzer Zahlen verhalten, wird schon hinreichend klar werden, wenn 
wir F=fff" betrachten. Die Discriminanten der vier Formen seien D, 
nW, nf^D, n'^D, und da wir die irrationalen linearen Factoren der Formen 
brauchen, so setzen wir jD = — jR^, 

<=5ÄC-f (4— iiÄ)y, |=:Är-f-«, '^=ar' 

und haben dann f=lu, f' = t'u', f" = l"u'\ Da auch F^TU werden 
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soll, wo 

so lassen wir T, ü sich respective von tt'i", uu'u" nur durch conslante 
Factoren unterscheiden. Die Symbole (p, ip, ^ = Xfp-^-Yip mögen Ahnliche 
Bedeutung haben, wie oben, nur mit dem Unterschiede, dafs sie jetzt drei- 
schichtig linear sind in Bezug auf S, v, auf ^^ v' und auf ^', v". Wir denken 
uns aber vor der Hand diese Symbole in Function von r, h; %\ h' ; t", h" 
darin substituirl und schreiben daher y = ^Joui^tV'-j- 9)üü|TtV -{-•••-[- yni^öV' 
und ebenso hinsichtlich \py 4^. Damit F als binäres Product erscheine, setzen 

wir F=i 4^^{lt!e'uu'u"'\^ uu'u"7tT) , wo der Strich Ober dem zweiten * 
bedeutet, dafs die zuerst als constant behandelten t, u, ... nach dem voll- 
zogenen zweiten ^ überstrichen, d. h. als Differentiationsobject des ersten 4^ 
aufgefafst werden sollen. Es folgt dann F = 4^^y^^4^^^^\ folglich ^4 = ^^ouo^m , 

2Ä = yi«Ä)V^i,i+yiiiV^(jüü^ C = v^cjü.iV'iii ; also 

dafs hier das Vorzeichen richtig gewählt ist, wird sich sogleich zeigen. D9 
X=2lxx'x'\ (p=^JSa§^^', so ist q)X=JSaX und mufs =1 sein. Der 

vorige Ausdruck für 2Ä giebt uns also 2Ä -¥= rp (/tT'uu'u"— uu^u^iTT^)^ 
d.h. 2ÄJr=v^m«7"— v^cxjottwV', 2/lF=— yni«'<"+Voüütt««V', woraus 
*y^ = «7", *,a = ^^'^" folgt. Die Werthe für A, B, B in den Ausdrücken 
für T, J7 substituirl, geben r = y,u*ujü, i7=-5^, also T = (pniff't'\ 

17 = , wie wir verlangt haben. Hütten wir hingegen vorhin 

Vi 11 

— 2B = yuuü V'iii — yiii V^uriü 

angenommen, so wurden wir 

bekommen haben. 

Wenn, wie oben, r = (äj? -f Äy ) x* -f (*^ "f ^X) /> s=>yx — xy ge- 
setzt wird, so ist fu = r — nBs^ ut = r-{-nBsf daher 



^(«7"iiii'i/"4- fiti'ti"«7") = rr'r"—n'n''Dr8's"—nn"DsrV'—nn'Dss'r'\ 

Mittelst dieser zwei Relationen sind nun die Ausdrücke für F, 2BX, 2B so 
zu verwandeln, dafs q), xfj als explicite Functionen von S, v; etc. zur An- 
wendung kommen. 
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Um die abgeleiteten Functionen im Folgenden kürzer bezeichnen zu 
können, setze ich z. B. 

Man verwechsele nicht diese auf ^> t^^ . • . bezöglichen Zeig:er mit den 
früher gebrauchten, die sich auf r, s, . . . bezogen, und die wir nicht mehr 
anwenden werden. — Da ^(r) dasselbe ist, wie wenn S, t; in ^ 
respective durch nar-fAy, bx-^-cy ersetzt werden, also gleich i*/i so sieht 
man, dafs 0*"(rrV')= i*'/7T' »st. Do ferner 

etc. ist. so folgt 

d d 

Wenn man x-t^ y--Tr = ^j ©tc« setzt, so ist 



— y;(ss's'') = (fd'd^'rfj = rpii^xx'x" — y^iwxx'y"— etc. — v^jx^y/y"; 
folglich 

Wir gelangen so zu folgendem System, das die vollständige Lösung der Auf- 
gabe, drei Formen zusammenzusetzen, enthfilt: 

Wenn die sechszehn Coefficienten ^t»,, ^oon • • • V'nn V^utju^ • • • in 
den symbolischen Functionen (p, rp ganze Zahlen sind, die der einzigen Be- 
dingung 

i»(yü..V'i. -<iPi..V^ojrr+ iw'(y.o.V^.i -y.i.V^.o )77^+ i»"(v..oV^.a-<iP..iV'..o)/r 

— nil'll"iD(9üüoV^ai— yiU)Voii— yoioV^ioi — yooiV^iio+9üiiV^iOü-f yioiV^üio 

4-yiioV^(M)i— 9iiiV^üüü) = 1 

genflgen, und man setzt ^ = X(p -f F^» so gebt die quadratische Form 



F==:i*r/'r-«'n''I?(*,,*a-*oi*aü)rr''-wn''/)(*o.o*^^ 
durch die Substitution 

Journal ffir Mathematik Bd. LVII. Heft 2. 23 



174 Schläfli, über Composiiion quadratischer Formen. 



y= einem ähnlichen Ausdruck, worin — (p anstatt y/ steht, 

in ///'' Aber. — Bezeichnet z. B. l^^ den Coefficienten von xx'x'' in 'der 
Entwicklung von X^ so hat man 



ikioi = in^t;>,../T'4- in'Svy.,7r- in"ivY,,ff+ nnW'Dxf^no, etc. 
Hieraus sind die Werthe der Determinanten der Substitutionselemente i., /i, . . . 
zu entnehmen. Z. B; (Au(xi/%)i) ist im Ausdruck für >1(j,m) der Coefficient von 
t/;y„i, also i n"S^|'77' = it' W ; (Aguo^a) ist ebendaselbst der Coefficient von 

V'oii, also in'rrt^''^4-in'T^t;'/r = ii(n'r+n''ft'); so auch 

(>l(,«^m) = n*'ft" + n'A*" + n"d6' — nnV'ß, u. s. f. 

Geht man von den bekannten Werthen dieser Determinanten aus, von 
denen man leicht zeigen kann, dafs sie ganze Zahlen sind, die 1 zum gr&falen 
gemeinschaftlichen Maafs haben, so kann man nach der Methode von Gaufs X, /n 
bestimmen und erst dann, wie zu Anfang dieses Aufsatzes gesagt wurde, die 
Functionen cp, y/, so dafs sie jener einzigen Bedingung genügen. 

Dafs der hier eingeschlagene Weg filr jede beliebige Anzahl zusam^ 
menzusetzender Formen befolgt werden kann, ist wohl klar genug. 

Bern, im Sommer 1859. 
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Neue Eigenschaften der linearen Substitutionen, 
welche gegebene homogene Functionen des zwei- 
ten Grades in andere transformiren , die nur die 

Quadrate der Variabein enthalten. 

CVon Herrn 0. Hesse zu Heidelberg.) 



Lfurch eine Reihe sehr scharfsinniger Schlösse ist es Kummer ge- 
lungen, den analytischen Ausdruck^ welcher das Quadrat des Producles der 
Differenzen der Wurzeln der kubischen Gleichung darstellt, von welcher das 
Problem der Hauptaxen einer Oberfläche zweiter Ordnung abhängt, in die 
Summe von Quadraten zu zerlegen (Bd. 26, p. 268 dieses Journals). Zu dem- 
selben Resultat und zugleich zu einer Ausdehnung desselben im Falle der 
Gleichung nten Grades, mit deren Hülfe man die säcularen Störungen der 
Planeten findet, gelangt Borchardt durch eine sehr geschickte Behandlung 
der Determinanten (Bd. 30, p. 38), nachdem Jacobi im Giomale Arcadico, 
Tom. 48 durch ein System bis dahin noch ganz unbekannter Formeln das 
Kummersche Resultat hergeleitet hatte (Bd. 30, p. 46). Ein besonderes Ge- 
wicht ist zu legen auf die Formel, welche aus Jacobis letzter hervorgeht, 
indem man die von ihm angegebenen Werlhe derjenigen Gröfsen subslituirt, 
ans welchen sie besteht. Dadurch erhält man die Einheit ausgedrückt durch 
eine Summe von Quadraten von Functionen der Coefficienten in den Sub- 
stitutionen^ welche allein zur Transformation eines rechtwinkligen Coordinaten- 
systems in ein anderes rechtwinkliges Coordinatensystem dienen. Diese For- 
mel erfreut sich einer gewissen Analogie mit der jKtimm^rschen und die eine 
gebt mit Hülfe der Jabobhc\ken Formeln in die andere über. Die kunstlose 
Entwickelung dieser Jacobhc\ien Formeln mit ihren Erweiternngen zur Veri- 
ficiriing der Borchardtschen Entdeckung ist der Zweck dieser Note. 



Wenn die n Variabein X^^ JE2, ... X^ mit den n Veriabeln o^i, 2^2, ... x^ 
dnrch die n linearen Gleichungen: 

(1 .) X, = afi^^x, + a['^x^^ . . . + aS:^x, , 

in welchen x die Bedeutung der Zahlen hat 1 , 2, ... n^ verbunden sind ; nnd 

23* 
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wenn diese Sabstiluüonen die Samme der Quadrate der ersten Variabein X 
transformiren in die Summe der Quadrate der anderen Variabein x, so hat 
man bekanntlich: 

(2.) X, = <X,4-ö:'J^.+ ...+a(^)X. 

Entwickelt man unter dieser Voraussetzung das Prodüct sämmtlicher 
Variabein der ersten Gattung nach Potenzen und Producten der anderen Va-* 
nabeln, so erhfilt man eine Gleichung von der Form: 

in welcher Gleichung die Coefficienten A ganze rationale Functionen der 
Coefficienten a der Substitutionen bedeuten, und die Exponenten a irgend 
welche von den Zahlen 0, 1, ... n unter der Beschränkung, dafs 

«1 -f «2 + " ' + «« = n. 

Setzt man in dem Product :t*f * r^j * . . . or^" für die Variabein x die 
Werthe (2.) und entwickelt nach Potenzen und Producten der Variabein X, 
so wird der Coefficient des Productes X^X2. . . X^, abgesehen von einem 
Zahlencoefficienten, gleich ^„^a,...o^» Bezeichnet man demnach diesen Zahlen- 
coefficienten mit Ca^«,...«^, und entwickelt den ganzen zweiten Theil der 

Gleichung (3.) nach Potenzen und Producten der Variabein X, so folgt aus 
dem Vergleich des Coefficienten von X^X^. . . X„ des rechten und linken 
Theiles der genannten Gleichung die merkwürdige Relation: 

(4.) 1 = 2Ca^a,...a^.Al^ 

Die angegebenen Bedingungen, unter welcheh diese Relation besteht, fasse 
ich zusammen in dem 

Lehrsatz: 
Wenn die Substitutionen (1.) die Summe der Quadrate der Fa- 
riabeln X in die Summe der Quadrate der Variabein x transfor-- 
miren und wenn (3.) die Eniwickelung des Products sämmtlicher 
Variabein X nach Potenzen und Producten der Variabein x dar^^ 
stellt, so findet zwischen den Coefficienten A dieser Entwickelung die 
Gleichung (4.) Statt. 
Die Substitutionen (1.), oder die umgekehrten (2.) haben die Eigen* 
Schaft, die Gleichung 

(5.) x\^xi-\-...^x\ = j:f+x,H-+-x? 

zH einer identischen zu machen. Es werde aber zweitens und im Folgenden 



•i"» » '«I«, ...«,^* 
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vorausgesetzt, dafs sie überdies eine gegebene rationale homogene Function 
/(a?i, ^2, ... x\) des zweiten Grades der Variabein x transformiren in die Form: 

(6.) fiXi,X2^...xJ = ffiX^'{'jf2^i'\ — hy«^n- 
Unter diesen Voranssetzongen sind die n Gröfsen if als die n Wurzeln der 
bekannten GleiiDhung r=^0 gegeben, welche als das Resultat der Elimination 
der Variabein aus folgenden linearen Gleichungen hervorgeht: 

ir(^i)-^J^i = 0, ir(xO-^a^2 = 0, ... irix„)-ffx„ = 0. 

Denkt man sich nun diese Wurzelwerthe y eingesetzt in die Glei- 
chung (6.), so wird dieselbe durch die Substitutionen (1.) eine identische, 
welche sich demnach auch nach einer der darin vorkommenden Variabein 
x^ differentiiren Ififst. Durch diese Differentiation und Division durch 2 er- 
hält man: 

eine Gleichung, welche ein ganzes System von n Gleichungen repräsenlir.t, 
gleich wie die Gleichung (2.)9 da x die Werihe annimmt 1, 2, ... n. Aus 
dem Vergleich dieser beiden Systeme von Gleichungen ergiebt sich nun, dafs es 
erlaubt ist, sfimmtliche variabeln Gröfsen Xi zu verandern in die entspre- 
chenden giXi, wenn man gleichzeitig alle Variabein x^ verändert in if'{x^). 
Denn das eine System (2.) geht in das andere (7.) dadurch über. Aber nicht 
allein in den Substitutionen (1.) und (2.) sind diese Aenderungen erlaubt, son- 
dern auch in den Gleichunsren (5.) und (6.), welchen der Annahme nach die 
Substitutionen genügen, oder welche, um mich anders auszudrücken, eine 
Folge sind der dcfinirten Substitutionen. Durch diese erlaubten Aenderungen 
leitet Jacobi aus den Gleichungen (5.) und (6.) folgende her: 

welche, wenn man der Kürze wegen setzt: 

(8.) r^ix,,x,,...x„) = ar(^i))Har(^*))H-4-(4r(^n))% 

(9.) f,{x,,x,,... x„) = mf\x,\ \f'{x^\ . . . i/" (er,)) , 
äbergeheo in: 

(10.) /5(ara,x„...«,) = jf\^,-\-ftXt\--\-9\Xl, 

(11.) ^(a?i,a?„...a?„) = y?^ -|- ^ -XU- — + ^» ■^» • 
Auch diese Gleichungen lassen sich als eine Folge der definirien Sub- 
stitationen betrachten, in denen ebenfalls die genannten Aenderungen erlaubt 
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sind. Mtcht man anch in ihnen nnd in ihren abgeleiteten die genaBBlea 
Aenderongen, so gelangt man nach Jaeobi (Bd. 12, p. 12) schKefslich m 
einer Gleichung: 

(12.) /p(x,,x„...*j = irfJ:H^-x?+-+y:J^.% 

ia welcher p irgend eine ganze positive gerade oder ungerade Zahl bedeutet, 
nnd fp{x^^X2^ . • .:Cm) ^io^ Function des zweiten Grades der Variabein :t, 
deren Goefficienten als ganze rationale Functionen componirt sind aus deo 
Goefficienten in der nrsprQnglichen Function A^i? ^3? ••• ^n)* 

Differentiirt man diese durch die Substitutionen identische Gleichong 
partiell nach x, und dividirt durch 2, so erhflit man: 

(13.) i/;j(ar.) = <yrj.+*';^^+.-.+«i"y:^.. 

Man bilde nun aus den im Vorhergebenden definirten Fanctionen die 
Determinante : 

Xg Xi ... x^ 



(14.) 



ir(*i) 






• • • 



4 



*/:-.(*.) 4/1-1 (ar,) . . . 4/:_,(*,) 

»fene iranze rationale Function des iitei 



Sie ist eine homogene ganze rationale Function des Uten Grades der 
In ihr enthaltenen Variabein. Sie ist auch eine ganze rationale Function tob 

Grade n '*~ ' in Rflcksicht auf die Goefficienten in der gegebenen FancdoB. 

Anfser diesen Gröfsen enthflit sie keine, die der Verindemng mterworieB 
werden können. 

Setzt man in dieser Determinante fQr die erste Horizonlaireibe der 
Componenten die Werthe (2.), ffir die zweite die Werthe (7.) nnd für die fol- 
genden die Werthe (1 3.), so sieht man sogleich, dafs dieselbe in das ProAwl 
zweier Determinanten zerfällt. Der eine Factor ist: 

Von der GOltigkeit dieser bekannten Gleichung überzeugt man ach leichl 
dadarch, dafs man die Determinante, welche den linken Theil der Gleickmg 
bildet, mit ihr selber mnltiplicirt und aus dem Frodnct eine neve Determaaile 
b3det| deren Werth gleich -f 1 wird. Was den zweiten Factor nnbetrill: 
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g\x. 



9iXt 
SflXj 



x„ 

9nX^ 

9lX„ 



gr'x, ßr'x, . . . gr'x^ 

so zerfillt dieser wieder in das Product sfimmllicber X und einer Determinante, 
weiclie, wie bekannt, gleich ist dem Prodnct G der Differenzen sämmllicber g. 
Setzt man daber: 

(15.) G = {gi—gi){gi — y,) . . . (^,-1—^,), 
so bat man folgenden 

Lebrsatz: 

« 

Wenn die Substitutionen x^=a*^ir\-afl^Xx-\-*** -{-a^^^X^ die Summe 
der Quadrate x\-\'xl-\'-»^'\-xl transformiren in ir/-f-^2^"f '•"f-^« ^^^ 
aufserdem die beliebig gegebene homogene Function des zweiten Grades 
f(xi , j?2 , . . . Xn) in gi -X^?-f ^2 ^2'\- • • • -{-ffn X^; so transformiren dieselben 
Substitutionen auch die in ( 1 4.) definirte Function J des vif^" Grades 
in + 6r . X^ • Xi • . • X^ *). 

Man hat hiernach das Product sammtlicher Variabein X in folgender 
zweiten Darstellung: 

(16.) 

Entwickelt man aber die Function J nach Potenzen und Prodocten der Va- 
riabeln x, indem man setzt: 

(17.) J 

so haben in dieser Entwickelung die Coefficienlen 3 die Bedeutung von 
ganzen rationalen Functionen, die sich allein aus den Coefficienten der ge- 
gebenen Function f{x^^Xi^...x^ zusammensetzen. 

Ans dem Vergleich dieser Gleichung (16.) mit (3.) ergeben sich nun 
die erweiterten Jncofttschen Formeln: 



■A.\ J»ji • • • .A„ — — j|r "TT" • ^. 



ff, ff, ff- 

O,«,...«^ • •«'1 ^1 • • • •*^n > 



"««. «„ . . . er. 



+4« 



«1«* 



ff- 9 



(18.) —«,«,... «^ — ^ g 

welche besagen, dafs gewisse ganze rationale Functionen der Coefficienten 
in den Substitutionen, welche (5.) und (6.) identisch genflgen, multiplicirt 
mit dem in (15.) definirten G, sich darstellen lassen als ganze rationale 
Fanctionen der Coefficienten in der Function fixi^x^^^.^x^. 



*) Die Priorität dieses Satzes für ii = 3 kommt VTeierstrafs zu. 
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Setzt man endlich diese Werthe von A in die Gleichung (4.), so er- 
hält man das Borchardlsche Resultat: 

(19.) G' = -^C«^a,...«.. <«,... 
in einer allerdings etwas anderen Form. 



«» 



Der erste oben angegebene Lehrsatz Idfst sich noch erweitern in der 
Voraussetzung, dafs die linearen Substitutionen einer weniger beschränkten 
Bedingung unterworfen sind. Indem ich auf diese Erweiterung näher ein- 
gehe, beabsichtige ich zugleich die Werthbestimmung des Zahlencoefficienten 
C m der vorhergegangenen Untersuchung hier wieder aufzunehmen und 
einen möglichen Anstofs in der Entwickelung des genannten Lehrsatzes 
nachträglich zu beseitigen. 

Es liege irgend ein System linearer Gleichungen vor von der Form: 

(20.) A; = «i">ar, -f 4'>Ta + . . . -f - ai"x^ . 

Durch Auflösung dieses Systems nach den Variabein x erhält man ein System 
von Gleichungen von der Form: 

(21.) X, = <Ar,+<'^+... + *(-)j:„. . 

Bildet man mit BerQcksichtigung dieser neuen Coefficienten e das System 
linearer Gleichungen: 

(22.) n = /:'y, + e['\, -f • • • + e[''y„ , 

80 weifs man nicht »Hein, dafs die Auflösungen dieser Gleichungen nach den 
Variabein y folgende sind: 

(23.) y. = fliF,+ i,L'F, + ...+ a(;)r„, 
sondern dafs die Substitutionen (20.) bis (23.) auch die Gleichung 

(24.) • X,r,-f jr,F, + ...+jr„r„ == x,y,J-^,y,4....+ a?,y„ 
zu einer identischen machen. 

Diese Gleichung bleibt auch eine durch die genannten Substitutionen 
identische, wenn man sowohl ihren rechten als ihren linken Theil zur nten 
Potenz erhebt. Dadurch erhält man mit Anwendung des polynomischen Lehr- 
satzes und Unterdrückung des gleichen Factors 77(ii) = 1 .2...n auf beiden 
Seiten der Gleichung: 

(25.) JS -j^ JtT* ^'. . . X> F"' F/\ . . F:- 



C 



«,o,...a^ 



Y? J^i ^2 • • • «^ji Xi Xl ••• Yn » 



0| Aj ... ff|| 
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und: 

(26.) C;^„,...«^ = n(a,)n(a,)..M{a,). 

Bezeichnet man nun in der Entwickelung des Products X^ X2 ' • • • Xn " 
nach den Variabeln Y den Coefficienten von Y^Yi. . . Y„ mit 

und eben so in der Entwickelung des Productes Xi*X2^...x^» nach den Va- 
riabeln X den Coefficienten von JlTi^tt.. . JT^ mit 

so erhält man aus (25.) 9 wenn .man diese Gleichung nach den Variabeln Y 
entwickelt und in der Entwickelung die Coefficienten des Prodnctes YiY2... Y„ 
auf beiden Seiten der Gleichung einander gleich setzt, 

Auf gleiche Weise erhfilt man aus derselben Gleichung durch Entwickelung 
nach den Variabeln X 

Hiernach ist es erlaubt die angegebenen Definitionen der Gröfsen A und JE 
aufzugeben und sie Statt dessen als die Entwickelungscoefficienten der Pro- 
ducte (27.) und (28.) aufzufassen; wobei zu bemerken ist, dafs die Gröfsen 
E ganz dieselben Functionen der Substitutionscoefficienten e, wie die 
Gröfsen A von a sind. Behalt man aber die erste Definition der Gröfsen 
A und E bei, und entwickelt die Gleichung (25.) nach Potenzen und Pro- 
ducten der Variabeln X und Y, so erhält man durch Gleichstellung der 
Coefficienten des Productes XiX2...X^.YiY2...Yj^ auf beiden Seiten der 
Gleichung 

Dieses Resultat fasse ich zusammen wie folgt: 

Lehrsatz. 

Wenn die in (20.) bis (23.) gebildeten linearen Substitutionen 
die Producte der Variabeln X und die Producte der Variabeln 
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Y transformiren in (27.) und (28.), ^o findet unter der Voraus-- 
Setzung von (26.) zwischen den Coefficienlen in diesen Transfor-- 
mationen die Gleichung (29.) Statt. 

Da die Gröfsen E in die entsprechenden A übergehen, wenn die 
Substitulionscoefficienten e mit den entsprechenden a gleich werden, wodurch 
auch die Substitutionen (20.) bis (23.) mit (1.) und (2*) zusammenfallen, so 
geht auch (29.) in (4.) Aber. Der erste Lehrsatz ergiebt sich hiernach als 
ein Corollar dieses letzten. 

Heidelberg, im October 1859. 



\ 
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Vergleichung zweier Formen der Eliminations 

Resultante. 

(Von C. W. BorchardL) 



JUei Gelegenheit einer Besprechung des vortrefflichen Ballzerschen 
Baches über Determinanten *) hat Hesse in der kritischen Zeitschrift für 
Mathematik (Jahrgang 1858 S. 483) es als wfinschenswerth bezeichnet, durch 
directe Transformation die Identität der beiden Formen nachzuweisen, unter 
welchen die Resultante der Elimination zwischen zwei Gleichungen erscheint, 
wenn sie einerseits nach der ersten Eulerschen Methode (1748) durch die 
Wurzeln beider Gleichungen als Differenzenproduct ausgedrückt wird, und 
wenn sie andrerseits nach der zweiten Eulerschen (1764) oder 0^2rofi/schen 
Methode in die Form einer Determinante gebracht wird, deren Elemente die 
Coefficienten der beiden Gleichungen sind. Nachdem Hesse an dem genannten 
Ort ein Verfahren bekannt gemacht hat, diese directe Transformation zu be- 
werkstelligen, soll in nachstehender Mittheilung ein von jenem verschiedenes 
Verfahren angegeben werden, welches darauf beruht, dafs das in der ersten 
Eulerschen Methode vorkommende Differenzenproduct sich als Quotient dar- 
stellen Ififst, dessen Zähler und Nenner aus alternirenden Differenzenproducten 
bestehen. 

Es sei 

(px = b„x'' -f i«.ia-"-*4-..- + *o=*n(^ — /?i)(^ — /?2)...(a? — /?„), 

so wird die Eliminations-Resultante R der Gleichungen /lr=0, (px=0 nach 
der ersten Eulerschen Methode folgendermafsen gefunden. Man bildet das 
Differenzenproduct 

r=l k=l 

so ist 



*) lt. Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten. Leipzig, 1857. 
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was sich auch anter die beiden Formen bringen läfst: 

Bezeichnet man nnn mit ^(a^, gts?-«* ^i.) das alternirende Differenzenprodoct 
der Gröfsen a^? ^2^ ••• ^m j^de Differenz a^ — a^ so genommen, dafs von 
einem a mit gröfserem Index k eines mit kleinerem Index t abgezogen wird, 
und setzt man: 

A = ^(«1,02,...«,,»), 

SO dafs D auch als folgende Determinante m-f n*^' Ordnung 



D 



1 


A 


ßi . 


. . ßV-' 


1 

• 


A 


/? . 


. . /5?+"-^ 


• 

• 

1 


ß. 


Ä .. 


. . /?:+"-• 


1 


«1 


<^ . 


. . cr+"-* 


1 


Oj 


aj . 


. . a?+-' 


• 

• 









«» 



'in 



• • • 



a 



m+1— 1 



m 



geschrieben werden kann, so ist 

D = (— l^-^.Ä.P, 



D 



worans für (— 1)'"''P die oben erwähnte Darstellung -^ folgt« 

Wendet man dagegen die zweiU Eulersche oder Bezoulsche QSjfl" 
vesters dialytische) Methode an, so hat man zwischen den Gleichungen 



Q=zfx, = xfx, 
= yx, = x<px, 



• • 



• • 








X— yar. 



a?"— ' y a? 



die Potenzen ;r", x*, . . . ar""*'""' za eliminiren und erhAlt dann als Eliminations- 
Resultante die Determinante tn-\-n*" Ordnung: 
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u 






n-l 



T 



/i+i 



m+'t — Ä 














6„ 



flu «1 «m 

K-rK 

. . ft„_, *, . . . 



. . . . ^0^1 



wo der Rang jeder Horizontalreihe dnrch. die links vor derselben vor dem 
vertikalen Strich stehende Zahl angegeben ist. 

Um nun die Identität von T und A lo zeigen, maltiplicire man die 
beiden Determinanten D und T nach der gewöhnlichen Regel, d. h. man 
mnltiplicire die EHemente der t^ Horizontalen in D mit den gleichnamigen 
der k*"" Horizontalen in T and setze die Somme der Prodncte an die A;" 
Stelle der 9^ Horizontalen eines nenen Determinanten -Schemas. Aaf diese 
Weise ergiebt sich 



fßi ßxfßv ßlfßi ... ßrrßi 

fß, ß,fß^ ßifß, . . . /^-^A 



D.T 



fßn ßnfßn ß'nfßn ... ßT'fßn 

(pa^ a^dpai 

(pa^ a-iifa^ 







• • • aj*~ ^«2 











y««. 0.m<pO-m 



... alü-V«« 



oder, wenn man fflr die Determinante ihren Werth setzt, 

Ö.T = Ä.B .fßifßi...fß„.(pai(pat...<pa„ 

= {-\r''a'ub::A.B.p\ 
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lind wenn man endlich auf beiden Seilen rait D = (—i)'^''ABP hebt, 



'm ^ n 



Die beiden Formen R und T, in denen die EliminationS'^ Resultante nach 
der ersten und zweiten Eulerschen Methode erscheint^ sind also identisch, 
w. z. b. vv. 

Berlin, im November 1859. 
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lieber den biquadratisehen Character der Zahl 

„Zwei". 

(Aus einem Briefe DirichleH an Herrn Stern zu Göttingen.) 



£is sei p eine Primzahl der Form 4n-f 1 und 

WO a ungrade. Aus dieser Gleichung und der daraus folgenden 

2p = (« + *)' + (« — *)' 

ergiebt sich sogleich mit Anwendung des yerallgemeinerlen Symbols von 
Legendr e: 

und dann nach bekannten Sfitzen: 

oder, was dasselbe ist: 

Andrerseits erhält man aus: 

(fl -f bf = a' -f 6* -}- 2ab = 2ab (mod. ;») 

dnrch Erhebung znr Potenz ^(p — 1): 

(o+*)*^''-'> = 2K''-»>.ai(''-'^Äif'-*> (mod./») 

oder, wenn man 

b = af 

setit, and die beiden letzten Congruenzen berflcksichligt : 
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Nun ist, weil «^ +»* = ;>, b^ = d'f\ also r = — 1 (mod-/^), 

oder, wenn man mit fi^t*^^^ dividirt 

2i(i»-i) = /^4«* (rood. /i), 

welches Resultat in das von Gaufs im §.24 seiner theorta residuorum 6t- 

quadraticorum gegebene übergebt, wenn man mit a^^ multiplicirt und fOr 
af wieder b einführt. 

Göttingen, den 21""^ Januar 1857. 
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Allgenieihe Theorie der gradlinigen Strahlen« 

Systeme. 

(Von Herrn E. E. Kummer zu Berlin.) 



JLrie Systeme grader Linien, welche den ganzen Raum oder einen 
Theil des Raumes so ausfüllen, dafs durch jeden Punkt ein Strahl oder eine 
gewisse Anzahl discreter Strahlen geht, sind in ihrer ganzen Allgemeinheit 
bisher noch* wenig untersucht worden. Man hat sich in der geometrischen 
Betrachtung der Strahlensysleme hauptsachlich auf diejen^e besondere Art 
beschränkt, wo alle Strahlen als Normalen einer und derselben Fläche auf- 
treten, deren Theorie mit der Lehre von der Krümmung der Flächen in der 
engsten Beziehung steht, und deren ausgezeichnetste Eigenschaften von 
ilf 011^^. gefunden worden sind, welcher sie in mehreren Capiteln seiher 
Application de VAnalyse ä lu Geometrie entwickelt hat. Da die Systeme 
von Strahlen im Räume für die Optik eine grofse Bedeutung haben, so ist 
die Theorie derselben auch im physikalischen Interesse mehrfach behandelt 
worden; von dieser Seite her ist man aber ebenfalls nicht viel ober die 
Systeme der Normalen einer Fläche hinausgekommen. Es hat hier merk- 
wflrdigerweise grade einer der schönsten SAtze der Optik die Ausbildung 
der allgemeinen Theorie gehindert, nämlich der von Malus gefundene und 
von Dupin verallgemeinerte Satz: dafs die von einem Punkte ausgehenden 
Lichtstrahlen, nachdem sie eine beliebige Anzahl von Reflexionen an be- 
liebig gestalteten Spiegeln, und von Refractionen beim Durchgange durch 
beliebig begränzte Medien anderer brechender Kraft erlitten haben, stets die 
J^igenschaft behalten, Normalen einer Fläche zu sein. Nur beim Durchgange 
des Lichtes durch Kryslalle geht den irregulären Strahlen diese Eigenschaft 
verloren; diese bilden Systeme von Strahlen, die nicht auf einer Fläche 
normal stehen können, welche wegen dieser Entstehungsweise irreguläre 
Strahlensysteme genannt worden sind. Obgleich die Krystalle auch nur be- 
sondere Arten derselben hervorbringen, so haben sie doch zur Betrachtung 
der allgemeinsten Sirahlensysteme den Anstofs gegeben. Diese sind, so viel 
mir bekannt ist, zuerst von Hamitton in den Transactions of the Royal 
lri$H Acndemj/y Bd. XVI behandelt worden in einem Supplemente zu seiner 
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grofsen Abhandlung: Theory of Systems of Rays, in welcher selbst sie 
noch nicht vorkommen, weil diese Abhandlang, den Zwecken der Optik die- 
nend, nur die regulären Systeme und deren Veränderungen durch Reflexionen 
und Refractionen , von den irregulären Systemen aber nur diejenigen be- 
trachtet, welche beim Durchgange des Lichts durch Krystalle entstehen. In 
dem erwähnten ersten Supplemente zu dieser Abhandlung geht Hainilton 
ebenfalls von physikalischen Principien, namentlich von dem Principe der 
kleinsten Wirkung aus, aber er verfolgt in derselben als Hauptzweck: die- 
geometrischen Eigenschaften der allgemeinen Strahlensysteme der Optik aus 
der einen Grundformel zu entwickeln, welche dieses Princip gewährt. Er 
bat auf diesem Wege eine Reihe ausgezeichneter Eigenschaften der allge- 
meinen gradlinigen Strahlensysteme gefunden, welche jedoch nur wenig bekannt 
zu sein scheinen, da in mehreren späteren mathemalischen Aufsätzen aber 
verwandte Gegenstände keine Rflcksicht darauf genommen wird. Diese von 
Hamilton zuerst behandelte Theorie der allgemeinen gradlinigen Strahlen- 
systeme, durch eine neue BegrQndung, der analytischen Geometrie des Raumes 
anzueignen und sie zugleich in mehreren wesentlichen Punkten zu vervoll- 
ständigen, soll der Zweck der gegenwärtigen Abhandlung sein. 

§. 1. 

Vorbereitende Formeln und Bezeichnungen. 

Eine jede grade Linie des Slrahlensyslems soll bestimmt werden 
durch einen .Punkt, durch welchen sie hindurchgeht, dessen rechtwinklige 
Coordinaten x^ y, z seien, und durch die Winkel, welche sie mit den drei 
Coordinatenaxen bildet, deren Cosinus durch S, i], ^ bezeichnet werden. Das 
Gesetz, welches die graden Linien zu einem Systeme verbindet, wird da- 
durch gegeben, dafs die sechs Bestimmungsstäcke derselben: x, y, z, S, tj, ^ 
als continuirliche Functionen zweier unabhängigen Veränderlichen u und v 
bestimmt werden. Die Punkte x, y, z liegen alsdann auf einer bestimmten 
Fläche, und die Strahlen des Systems werden alle als von den einzelnen 
Punkten dieser Fläche ausgehend betrachtet. Ein jeder Punkt in einem Strahle 
wird durch seine Entfernung vom Ausgangspunkte des Strahls bestimmt, also 
durch seine auf diesem Strahl gemessene Abscisse, welche mit r bezeichnet 
werden soll. 

Betrachtet man zwei verschiedene Strahlen des Systems, den einen, 
dessen Ausgangspunkt und Richtung durch die Gröfsen x, y, z, §, rj, ^ be- 
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Stimmt sind und einen zweiten, för welchen diese Gröfsen die Werlhe x-^-Jx, 
Y'\'Jy, z-^-JZf S-^-^S, V-^^Vf C+^? liaben, wo Jx, Jy u. s. w. endliche 
Differenzen bezeichnen, so wird das Yerhältnifs beider Strahlen gegen ein- 
ander durch folgende S(ucke bestimmt: erstens durch den Winkel e, den sie 
mit einander machen, zweitens durch die Länge p der auf beiden zugleich 
senkrecht stehenden Linie, d. i. durch den kärzesten Abstand derselben, drit- 
tens durch die Richtung dieses Perpendikels, also durch die Cosinus der 
Winkel, welche dasselbe mit den drei Coordinatenaxen macht, welche x, X, fi 
heifsen sollen, und viertens durch die Abscisse r desjenigen Punktes im ersten 
Strahle, in welchem dieser seinen kürzesten Abstand vom zweiten Strahle 
bat. Diese vier Stocke werden, wie in den Elementen der analytischen 
Geometrie gezeigt wird, auf folgende Weise durch die Ausgangspunkte und 
die Richtungen der beiden Strahlen bestimmt: 

sm« ' sine ' '^ sin« ' 

= xJX'\'lJy'\'fjiJz, 

Vermittelst der beiden Gleichangen 
ans weichen man die Gleichnng 

(7.) m + v^n -j- C//S = - i {^f + ^rt + J^') 

erhält, liann man die Ausdrücke des cose> sine und r auch in folgende For- 
men setzen: 

(8.) cosc = l-i(-^r + ^»?' + ^')» 
(9.) sin» « = ^/r + ^jy' 4- z/C* - i {JV + ^v^ -[- ^rf , 
(10.) rsin'e = —{JxJ^-\-JyJrf\-JzJ%)^ 

Betrachtet man ferner den Abstand der beiden graden Linien in irgend 
einem beliebigen Punkte, welcher durch die Länge einer Linie gemessen 

25» 



(1.) 


cos 6 


(2.) 


sin^e 


(3.) 


;isin£ 


(4.) 


X 


(5.) 


P 


(6.) 


rsina 
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wird, die vom zweiten Strahle nach dem ersten so gezogen wird, dafs sie 
auf diesem senkrecht steht, und nennt die Länge dieser Linie q, die Ahscisse 
des Punktes, in welchem sie auf dem ersten Strahle senkrecht steht, R und 
die Cosinus der Winkel, welche ihre Richtung mit den drei Coordinatenaxen 
bildet, x', k', fi\ so giebt die analylische Geometrie für diese Gröfsen fol- 
gende Ausdrflcke: 

^^ ^ * COS* ' 

in welchen der Kflrze halber 

gesetzt ist. 

Wenn man den zweiten Strahl dem ersten unendlich nahe rOcken läfst, 
so dafs die Differenzen Jx , Jy, Jz, J^, Jrj, J^ in die Differentiale dx, 
dy, dz, dS, driy dlC, übergehen, so werden die Abstände p und q und der 
Winkel t unendlich klein und sollen durch dp, dq und de bezeichnet werden ; 
die unendlich kleinen Gröfsen der höheren Ordnungen verschwinden alsdann 
gegen die der niederen Ordnungen, und man erhält: 

(12.) de = d'f\dri''\-dl;\ 

(13.) ;,_ -. , i_ , ^ = _^ ^ 

(14.) dp .= xdx'\'Xdy-{^ fidz, 

^-le^ * dxdt'\'dydtj+dzdC 

^lo.j r _ ————— , 

ly'dq = dx-f^RdS-S(§dx^rjdy-]-^dz), 

(16.) (X'dq == dyi-Rdti-TjiSdx^Tjdy^^dz), 

\^i!dq == dz^Rd^-U^dx\-ridy\-i;d^.). 

Weil X, y, z, |, ij, f Functionen der beiden unabhängigen Veränder- 
lichen u und V sind, so müssen die Differentiale derselben durch die nach u 
und V genommenen partiellen Differentialquolienlen und durch die Differentiale 
du und dv ausgedruckt werden. Hierbei sollen für die ersten partiellen Dif- 
ferentialquotienten und für die aus denselben zusammengesetzten Ausdrücke' 
dieselben Bezeichnungen gewählt werden, welche Gaufs in der Abhandlung 
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Disquisiliones generales circa superficies curvas angewendet hat, nämlich: 

(1 7.) dx = adu -[- a'dv, dy = bdu -\- Vdv, dz = cdu -f c'dv^ 

(18.) ffc'-b'c ^ A, C€t—da = Ä, aV—iib = C, 

(19.) a^\li'\&=^E, ad\hV\ce=^F, d''\V\c'' = G. 

Ferner sollen fflr die partiellen Differentialqnotienten der Gröfsen ^^ % ^ und 
für die aus denselben zusammengesetzten Ausdrucke folgende analoge Be- 
zeichnungen angewendet werden: 

(20.) rff = ai/ii + a'rfi;, rfi^ = b rfii -f- b'rfr, i/?: = c rfii -}- c'rf i?, 

(21.) bc'-b'c = A, ca'— c'a = B, ab'-a'b = C, 

(22.) aHb--fc' = E, aa'-|-bb'-|-cc' = F, a"-fb'*4-c'' = G, 

und aufserdem 

(23.) AH BH C = EG - F- = J\ 

Ferner sollen noch folgende vier aus den partiellen Diflferentiaiquotienten von 
Xß y, z und von ^, ij, ^ zusammengesetzte Ausdrücke durch einfache Buch- 
staben bezeichnet werden: 

aa 4-*h -f ^c = e, 

aa'-f-*b'4-cc' = f, 

aW'lbV-\-c'c' =-- g. 

Der Quotient dt^r Differentiale der beiden unabhängigen Verfinderlicben du 
und dv soll einfach durch t bezeichnet werden, also 

Ans der Gleichung 

welche durch partielle Differentiation nach u und ^ die Gleichungen 

(26.) lf'+^l>Ke=0, 
lla'+ijb'+tc' = 0, 

giebt, erhält man auch folgende Ausdrücke von ^, rj, C durch ihre partiellen 
Differentialquotienten 

(27.) ^ = 4-, . = 1-, S = ^, 

welche mit grofsem Yortheil angewendet werden^ welche aber in dem be- 
sonderen Falle unbestimmt sind, wo ^=^0 ist. Die Bedingung ^/ = 0, aus 
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welcher A = 0, B = 0, C==0 folgt, findet nur fflr eine specielle Art von 
Strahlensystemen Stall, welche in ihrer Behandlung einige leichte Modificationen 
der aligemeinen Methode erfordern, die aber in dem Folgenden nicht beson- 
ders ausgefflhrt werden sollen, weil diese Strahlensysteme aoeh als Granzfdlle 
der allgemeinen aofgefafst werden können. 

§. 2. 

Die Gränzpunkte der kürzesten Abstände eines Strahls Ton den anendlicb nahen 

Strahlen. 

Der Ausdruck (15.) der Abscisse desjenigen Punktes des ersten Strahls, 

in welchem er seinen kürzesten Abstand von dem unendlich nahen Strahle 

hat, giehl, wenn die Differentiale dx, dy, dz, dS, dij, d^ durch die partiellen 

Differenlialquotienten und durch die Differentiale du und de der unabhängigen 

Variabein ausgedrflckt werden, nach den festgesetzten Zeichen: 

dv 
Für einen bestimmten Wertb des t=z—^ giebt dieser Ausdruck der Abscisse 

r den kürzesten Abstand des ersten Strahls von einem bestimmten unendlich 
nahen Strahle ; die betreffenden Werthe des r fflr alle unendlich nahen Strah- 
len rings um einen Strahl herum erhält man, wenn man dem / nach einander 
alle möglichen Werthe von /= — <» bis ^ = -{-'cx giebt. Der Nenner dieses 
Ausdrucks kann für keinen dieser Werthe des / gleich Null werden, weil 
EG — F^=: A^-f ^^~f^^ niemals negativ ist und weil der specielle Fall aus- 
geschlossen wird, wo EG — P gleich Null ist. Die Werthe des r können 
also niemals unendlich grofs werden und müssen darum stets in bestimmten 
endlichen Grflnzen enthalten sein, welche durch ein Maximum und ein Minimum 
des r gegeben werden. Man bat daher folgenden Satz: 

Die Kürzesten Abstände eines Strahls von allen ihn umseiendem 
unendlich nahen Strahlen liefen in einem durch zwei bestimmte Punkte 
bekränzten Theile dieses Strahls. 

Der nach / genommene Differentialquolient des r, gleich Null gesetxt, 
ergiebt für die Werthe des t, welche den beiden Gränzpunkten der kürzesten 
Abslände des Strahls von den unendlich nahen Strahlen entsprechen, folgende 
Gleichung : 

(2.) (E + 2F/+GO(f+r-f2g/)-(e + (f+r)/+gO(2F + 2GO = 0, 
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oder vereinfacht: 

(30 (E + F/)a(f+r) + gO-(F + G0(e4-i(f + r)O = 0, 
und nach Potenzen von i geordnet: 

(4.) (gF-i(f-f f')G)<*-(eG-gE)/-f a(f+f')E-eF) = 0/ 

Die beiden Wurzeln dieser quadratischen Gleichung, welche, wie oben ge- 
zeigt worden ist, stets real sein müssen, seien fi und /j, so bat man: 

KP) 'li-^ — gF_i(4f')G' ^'^— gF_i(f^.r)G' 

woraus sich die 'beiden bemerkenswertben Gleichungen 

(6.) E+F(/, + /,) + G/,/, = 0, 

(7.) e+i(f+f')('i + <,) + g/|^, = 

ergeben, denen noch folgende, aus diesen leicht abzuleitende Gleichungen bin- 
zogefögt werden mögen: 

(8.) E + 2F/, 4- ^tl = (/, - /,) (F f G<0, 

(9.) E + 2F«. + ^tl == (^, - /,) (F + G/,), 

(10.) (F + GO(F+GO = -J\ 

(11.) (E + 2FA + G/x')(E + 2F/, + G/,') = d\t2 — h)\ 

Bezeichnet man nun die beiden fiufsersten Werthe der Abscisse r, 
welche den Werthen des t = ti und t^t^ angehören, durch r^ und r,, so 

hat man: 

e4.(f+f')/.+g/J 



(12.) 



E-|-2F«, + GfJ 



(\^^ r — *+(f+f')^+g<; 

y^iQ.) rj _ E+2Ff, + G*J ' 

welche Ausdrücke vermöge der Gleichungen (2.) ufad (3.) folgende einfachere 
Formen annehmen: 

(14.) n = e+i(f+r)<. ^ _ i(f+r)-fg«. 



(15.) 



E+Ff, F+G'i 

e+Kf+f')«. _ 4(f+f')+8:<. 



V E+F't P + G't 

Eliminlrt man i^i oder t^ aus diesen Gleichungen, so erhält man folgende 
quadratische Gleichung, deren stets reale Wurzeln Vi und r, die Abscissen 
der Grfinzpunkte der kürzesten Abstände eines jeden Strahls von allen un- 
endlich nahen Strahlen sind: 

(16.) (EG-F')r' + (gE-(f+f')P-f e6)r + eg-i(f-f f')' = 0, 



\ 
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aas welcher folgt: 

Ht'. r \r ~ gE-(f+f')F + eG eg-i(f+f')' 

Die Ausdehnung des Inlervalis, in welchem die kSrzesten Abslände eines . 
Strahls von allen ihm unendlich nahen Strahlen liegen, ist gleich dem Unter- 
schiede der Abscissen der beiden Gränzpunkte desselben, also gleich r^—r^. 
Bezeichnet man diese Länge mit 2d und die Abscisse des Mittelpunkts dieser 
beiden Gränzpunkte mit m, so hat man: 

(18.) rf=-^^, «=-^4^. . 



§• 3. 

Die Richtungen der kürzesten Abstände und die Hauptebenen. 

Es sollen nun auch die Richtungen in Betracht gezogen werden, welche 
die kärzeslen Abstände eines Strahls von seinen unendlich nahen Strahlen 
haben, welche durch die oben mit x, l, ju bezeichneten Cosinus der Winkel 
bestimmt sind, die sie mit den drei Coordinatenaxen machen. Ersetzt man 
in den bei (13.) §. 1 gegebenen Ausdrücken dieser Grörsen die Differentiale 
dx, dy, dzy d§, drj, d^ durch die partiellen Differentialquotienten und die 
Differentiale der unabhängigen Variabein du und dv, deren Quotient mit / be- 
zeichnet wird, so erhält man: 

i?c— Jb+(J7C'— Sb')f 



X 



(1.) / A = 



u 



ga-§c-Kga>-|c')< 
Ib-ija+db'— ija')< 



y'E+2¥t-\-GV 

Nimmt man nun für S, rj, t, die oben bei (27.) §.1 gegebenen Ausdrücke: 

> A B .^ C 

und beachtet, dafs 

Bc - Cb = a'E - aF, Bc'- Cb' = a'F-aG, 

Ca - Ac = b'E - bP, Ca'— Ac' = b'F - bG. 

Ab - Ba = c'E - cF, Ab'— Ba' == c'F - cG 

ist. so erhält man: 



Kummer j allgemeine Theorie der gradlinigen Strahlentytteme. 197 

a'(E-}-F<)— a(F-fG/) 

1 = b'(E4-F0— b(F-i-GO 
C20 \ z/yE+äFTfÖP ' 

__ (/(E-fFf)— c(F + G<) 
^ ~ ^|/E+2F?+G? 

Betrachtet man nun ins Besondere die Richtongen derjenigen beiden 
kflrsesten Abstände, weiche in den beiden Gränzpunkten Statt haben, also fflr 
t = ti und t = lz^ för welche die besonderen Werthe von x, X, fi dnrch 
^11 ^1) A<i und Xj, A}, ^ bezeichnet werden sollen, so erhält man vermöge 
.der Gleichung (6.) §.2, welche zeigt, dafs E + F/, = — /,(F-f G/,) ist, zu- 
nSchst folgende Aasdrflcke: 

_ (a + a'g(F+Gf,) 

„ _ (c+cTjHF+G/,) 

/*» TFT" ' 

wo der Kürze wegen 

^'FpFVpG^ = Vi 

gesetzt ist. Bezeichnet man in ahnlicher Weise die entsprechende Wurzelgröfse 



yE+2F/,-t-G/,'= r„ 

so hat man nach (11.) und (8.) §.2 

(4.),. r.r, = ^(/,-o, f^^^v,, ^^=-.r,, 

Qod demnach: 

yp.) Xl p , A| y 9 /il — — p ) 

woraus man die Werthe von x^^ ii^ fi2 durch Yertauschung von fz und ^i 
erhalt, bei welcher V2 in — F| übergeht: 

ra-i « + a''f 3 _ b+b^ _ c-f-c7, 

Iv.J .^2 = p 1 ^ "p 9 ^2 y" • 

Der Cosinus des Winkels, welchen die Richtungen der kürzesten Ab- 
stände eines Strahls von den unendlich nahen Strahlet) in den beiden Gränz- 
punkten mit einander machen, hat den Werth: 

..Mll Mu n — (>+aVt)(a+a7J+(b+l^U,)(b + y<J+(c+c^^)(c+c7,) 

Journal für Matbematik Bd. LVU. Heft 3. 26 
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welcher nach Aasfahrang der Multiplication in den einzelnen Theilen 

giebt, also, vermöge der Gleichung (6.) §.2, gleich Null ist, woraus folgt, 
dafs dieser Winkel ein rechter ist. Man hat also folgenden Salz: 

Die kürzesten Abstände eines Strahls von denjenigen unendlich 
nahen Strahlen, für welche dieselben in den beiden Gränzpunklen liegen, 
sind senkrecht gegen einander gerichtet. 

Diejenigen durch einen Strahl gehenden zwei Ebenen, welche auf den 
Richtungen der kürzesten Abstände in den beiden Gränzpunkten senkrecht 
stehen, sollen die Hauptebenen dieses Strahls genannt werden. Diese beiden 
Hauptebenen, welche nach dem soeben bewiesenen Satze auf einander senk- 
recht stehen, oder die auf denselben senkrecht stehenden Richtungen der 
kürzesten Abstände in den beiden Grfinzpunkten werden am passendsten als 
diejenigen gewählt, von denen aus die um einen Strahl rings herum liegenden, 
auf demselben senkrechten Richtungen durch Winkel gemessen werden. 

Es sei m der Winkel, welchen die Richtung des kürzesten Abstandes 
des ersten Strahls von einem beliebigen unendlich nahen Strahle mit der 
Richtung des kürzesten Abslandes in dem einen Grfinzpunkte bildet, dessen 
Abscisse gleich r^ ist, oder was dasselbe ist, der Neigungswinkel dieser Rich- 
tung mit der zweiten Hauptebene dos Strahls, so hat man: 

(7.) cos CO = XiX'\-Xil-\'iiiiiii, 

und wenn die bei (2.) und (6.) gegebenen Ausdrücke von x, l, fi, Xi, >t|, fi^ 
eingesetzt werden: 

fS.) cosai == ^ ,L2 ! ! v , 

oder vermöge der Gleichung (6.) §. 2 

(9.) coso) = l^ \ Lill 1 * 

^ ^ FjyE + 2F/-f.G<* 

Hieraus erhfilt man: 

(10.) sinw = ,^ ^ ^\ ■ , 

(II.) tangco = (F-^-GiMU^i) ^ 

riQl # _ //f,cosft>4-(F+Gf,)/,sinft» 

^i^.j i _ ^eos« + (F+G/j)sin« ? 



und folglich 



V 
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dff 

mittelst welcher Formel man den Quotienten t= j- Oberall darch den Win- 
kel CO ersetzen kann, der die geometrische Beziehung eines benachbarten Strahls 
zu dem ersten Strahle unmittelbarer ausdrflckt als jener Quotient. Fahrt man 
diese Substitution aus in dem Ausdrucke 

r — _ e+(f+f^)< + g<' 

der Abscisse desjenigen Punktes eines gegebenen Strahls, in welchem einer 
der unendlich nahen Strahlen den kOrzesten Abstand von ihm hat, so erhalt 
man zunächst » 

(13.) E4-2F/+G/^ = r^ .^^^1—^— 

^ -^ ' ' (4icosai-f-(F-f Gfjsinw)* ' 

ferner erhält man 

(14.) e + Cf+fO^ + g/^ 

^ z/'(e,+ (f+P)f,+gf?)cos'a>+(F + Gf,)(e + (f+r)/. + g<;)s'Vft> 

(zfcosw-f (F-f G<,)sinai)« 

Durch Division dieser beiden AusdrOcke, wenn man noch von der Formel (4.) 
Gebrauch macht, nach welcher /PVl:=^{f -{-Gl^fV^ ist, hat man 

und vermöge der bei (12.) und (13.) §.2 gegebenen Ausdrücke von Tj ond r^i 

(16.) r = Ticos^cü-f 2 sinket). 

Diese elegante Formel, welche eine sehr einfache Beziehung der 
Gränzpunkte der kOrzesten Abstände eines Strahls zu dem kürzesten Abstände 
eines . beliebigen unendlich nahen Strahls ausdrOckt, hat Hamilton in dem schon 
oben angeffihrten Supplemente zu seiner Abhandlung On the Tkeory of 
Systems of Rays gefunden, in welcher er die Punkte, in denen zwei un- 
endlich nahe Strahlen ihren kürzesten Abstand haben, unter dem Namen 
,fVirtual foci^^ behandelt; auch hat er daselbst die Gränzpunkte der kürzesten 
Abstände und die beiden auf einander senkrecht stehenden Hanptebenen eines 
jeden Strahls zuerst nachgewiesen. 

§.4. 

Die Brennpunkte der Strahlen, die Hittelpunkte derselben und die Fokalebenen. 

Für die Gröfse des kürzesten Abstandes dp zweier nnendlicb nahen 
Strahlen und für den unendlich kleinen Winkel de, unter welchem diese Strah- 
len gegen einander geneigt sind, findet man aus den oben bei (12.) nnd (14.) 

26* 
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§. 1 gegebenen AasdrQcken, durch Einrohrung der partiellen Differentialquo- 
(ienten und der Differentiale du und dv der beiden unabhängigen Variabeln 
anstatt der Differentiale dx, dy, dz, dS, dt], d^ und durch Anwendung der 
gefundenen Werlhe der Gröfsen x, k, fi, folgende Ausdrücke: 



(1.) de = l/llyE + 2F<+G/^ 

(2.) dp = M(i'+8i)(^+^n-(e+ftH¥+ Gt)) 



2/VE+2Fr + Gtf 



also 



(3.) 



dp^ ^ (f^+gO(E+FO->(e+fO(F + GO 
di • z/(E + 2F; + Ge') 

Hieraus folgt, dafs fflr diejenigen Wertbe des f, welche der Gleichung 
(4.) (r+gO(E + F/)-(e + f/)(F + G/) = 

genügen, der Strahl von den betreffenden unendlich nahen Strahlen geschnitten 
wird, das heifst, dafs der kürzeste Abstand des Strahls, welcheV im allgemeinen 
eine unendlich kleine Gröfse der ersten Ordnung ist, für diese besonderen 
Werthe des t, also für die denselben zugehörenden unendlich nahen Strahlen, 
eine unendlich kleine Gröfse einer höheren Ordnung, ist. Diese fiedingungs- 
gleichung entwickelt, giebt: 

(5.) (gF-fG)<^+(gE-(f-f'.)F-eG)/+rE-eF = 0, 

und wenn die beiden Wurzeln dieser quadratischen Gleichung mit T| und 
Ta bezeichnet werden, so ist 

ra^ 1 — gE-|-(f~r)F+eG f'E— eF 

Diese quadratische Gleichung hat nicht die ausgezeichnete Eigenschaft der 
oben behandelten, dafs ihre Wurzeln Tj und r, stets real sind; dieselben 
werden ?ielmehr real oder imaginär je nach der Beschaffenheit der Gesetze, 
welche die graden Linien im Räume zu einem Systeme verbinden. Man 
hat demnach zwei besondere Gattungen von Strahlensystemen zu unterscheiden, 
nlmltcb solche, in welchen jeder Strahl von zwei unendlich nahen Strahlen 
geschnitten wird, und solche, in denen ein Schneiden unendlich naher Strahlen 
überhaupt nicht Statt findet. Als dritte Gattung von Strahlensyslemen kommen 
noch diejenigen hinzu, in welchen gewisse Theile des Systems der ersten, 
andere der zweiten Gattung angehören. 

Diejenigen beiden Punkte in einem Strahle, in welchen er von den 
unendlich nahen Strahlen geschnitten wird, werden die Brennpunkte dieses 
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Strahls genannt. Dieselben sind als reale Punkte nur dann vorbanden, wenn 
Tji und T2 real sind. 

Die Abscissen der beiden Brennpunkte findet man aus dem allge- 
meinen Ausdrucke der Abscisse des Punktes ^ in welcbem der Strabl seinen 
kürzesten Absland von einem unendlich nahen Strahle hat, welcher oben 
(1.) §• 2 gefunJen worden ist, wenn man in demselben dem t die beiden 
bestimmten Werlhe r^ und r, giebt. Bezeichnet man die denselben ent- 
sprechenden Abscissen der Brennpunkte mit Qi und Q2^ so hat man 

/^~ E + 2Fr, + Gr: ' 

^^ ~ E + 2FT.-|lGrJ ' 

welche Ausdrflcke vermöge der quadratischen Gleichung (4.), deren Wurzeln 
T| und T2 sind, Folgende einfachere Formen erhallen: 

. e+fr, _ r+g^t 

^'~ E+P»i~ F + Gt, .' 

*''"" E + FT.~~F + Gr,' 

Eliminirt maq aus diesen Gleichungen r^ oder r,, so erhält man folgende 
quadratische Gleichung, deren Wurzeln (>i und (f2 sind: 

(9.) (E6-P)r^+(gE-(f4-f')F + eG)r4-eg-fr = 0, 
man hat daher 

(10.) Pi+p2=-^^ J^ ^ PiP2 = -*^- 

Vergleicht man diese quadratische Gleichung, deren Wurzeln (f^ und (»2 

die Abscissen der beiden Brennpunkte sind, mit derjenigen, deren Wurzeln 

Ti und r, die Abscissen der Grflnzpunkte der kfirzesten Abstände sind, so 

liat man 

(11.) pi-l-pa =5 r^-l-r,. 

Die erste dieser beiden Gleichungen giebt folgenden Satz: 

Der Mittelpunkt der beiden Brennpunkte ^nee jeden Strahls 

fällt mit dem Mittelpunkte der b^den Gränzpunkte der kürzesten Ab^ 

stände zusammen. 

Dieser gemeinschaftliche Hittelpunkt der beiden Brennpunkte und der 

beiden Gränzpunkte soll der Mittelpunkt des Strahls genannt werden. 



202 Kummer ß allgemeine Theorie der gradlinigen Sirahlensysteme, 

f 

Der Abstand der Brennpunklc vom Mittelpunkte sei gleich d, also 

(13.) «J = ^^- 

Die vier Gröfsen Vi, r2. (>i, Q2 können durch die drei Gröfsen m, 
d und d ausgedrückt werden; man erhält nämlich aus der Gleichung (11.) 
und aus den beiden Gleichungen (18.) §.2: 

jr, = m + J, r,=-m^ J, 
'^ '^ I P2 = m -}- ^> (>i -'- ^ — <y. 
Die Gleichung (12.) giebt demnach 

(15.) d^-^ = i^J^, 

woraus folgt, dafs der Abs/and der beiden Brennpunkte vom Mitlelpunkfe 
niemals gröfser ist, als der Abstand der beiden Gränzpunkte der kUr^ 
zesten Entfernungen vom Mittelpunkte, dafs also die Brennpunkte stets 
nur zwischen den Gränzpunkten der kürzesten Abstände liegen oder höch- 
stens mit denselben zusammenfallen können. 

Die beiden Ebenen, welche durch einen Strahl und durch je einen 
der beiden unendlich nahen Strahlen gehen, welche diesen Strahl schneiden, 
sollen die Fokalebenen dieses Strahls genannt werden. 

Die Fokalebenen sind nur dann als reale Ebenen vorhanden, wenn 
die Brennpunkte real sind, die Lage derselben gegen einander und gegen 
die Hauptebenen wircl am einfachsten aus der Gleichung r = ricos^co-f-rssin^co 
bestimmt, welche 

(1 6.) cos^ ü) = -^^ — , sin^cü 



.2 r , — r .:^2..._ r—r, 

r^ — r, ' r^—r. 



giebt. Nimmt man nämlich r = (>i, so wird m der Winkel, welchen die erste 
Fokalebene mit der ersten Hauptebenc macht, nimmt man r = (>2 9 so wird 
CO der Winkel der zweiten Fokalebene mit der ersten Hauptebene. Be- 
zeichnet man diese beiden Winkel mit a>| und CO2, so giebt der Unterschierf 
CO2 — C0| den Winkel, den die beiden Fokalebenen mit einander machen, 
welcher mit y bezeichnet werden soll. Man hat daher: 

cos (üi = — ^ — ^^ , sin^ a>i = _ , 
(17.) { ''•"''» '■• '' 

cos CÜ2 = — ^ — ^^, sin CÜ2 = -^^ -, 

und, wenn man nach den Gleichungen (14.) die Abscissen der Brennpunkte 
und Gränzpunkte durch die drei Gröfsen m, d, d ausdrflckt, so erhält man 
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xos o), = sin 0)2 
(18.) 

Sin a>x == cos (ü^ 



i 



rf-d 



2d 

Weil demnach a>|=: jti — co, ist, und wegen der, senkrechten Lage der beiden 
Hauptebenen gegen einander der Winkel der zweiten Fokalebene mit der 
zweiten Hauptebene gleich \n — iü2^ also gleich dem Winkel w^ der ersten 
Fokalebene mit der ersten Hauptebene ist, so folgt: 

Die beiden Fokalebenen eines Jeden Strahls ließen symmetrisch 
gegen die beiden Hauptebenen desselben, in der Art, dafs die Uatbirungs^ 
ebenen des fVinkels der beiden Fokalebenen dieselben sind, als die Hal^ 
birungsebenen des rechten Winkels, welchen die beiden Hauptebenen bilden. 

Fflr den Winkel y = u)2 — (Oi der beiden Fokalebenen hat Aian, wegen 

(19.) j y = i^ - 2tt>i = 20)2- in, 

|ö>i = i^ — ir> ^2 = i^i'ir, 
also siny = cos2a>x = cos^cüi — sin^co^ und cos;^ = s]n2a;i = 2sina>£COsa>i; 
die Gleichungen (18.) geben daher: 

(20.) siny = -^, cosy = J-^^ 

§. 5. 

Die mit einem jeden Strahlensyateme zusammenhingenden Flächen. 

Die fflnf bestimmten Punkte in einem jeden Strahle des Systems, 
oflmlich die beiden Gränzpunkte der kflrzeslen Abstände, die beiden Brenn- 
punkte und der Mittelpunkt, haben zu ihren geometrischen Orten fflr alle Strah- 
len des Systems fflnf Flächen, welche durch das Strahlensystem vollkommen 
bestimmt sind und mit demselben in den engsten Beziehungen stehen. 

Die beiden Flächen, in denen die Gränzpunkte der kflrzeslen Abslände 
liegen, stellen sich analytisch gewöhnlich nur als eine einzige Fläche dar, in- 
sofern sie beide durch eine und dieselbe Gleichung repräsentirt werden, sie 
können darum auch als zwei verschiedene Theile oder Schalen einer Fläche 
angesehen werden; da es aber durchaus nöthig ist dieselben von einander zu 
unterscheiden, so sollen sie in dem Folgenden flberall als zwei Flächen an- 
gesehen und mit ,Fi und F2 bezeichnet werden. Ifiese beiden Flächen 
theilen den ganzen Raum in der Art ab, dafs zwischen denselben die 
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kürzesten Abstände aller unendlich nahen Strahlen des ganzen Sjfstemä 
liegen, aufserhulb derselben aber keine. 

Geht man von irgend einem Strahle des Systems so 'demjenigen nn- 
endlich nahen Strahle Ober, dessen kürzester Abstand von demselben in der 
Fläche Fl liegt, von diesem wieder zu dem nächsten, dessen kürzester Ab- 
sland von jenem in F^ liegt, und so fort, so bilden alle diese auf einander 
folgenden Strahlen zusammen eine gradlinige Fläche 0|, deren Durchschnitts- 
curve Ol mit der Fläche F^ diejenige Curve der gradlinigen Fläche O^ ist, 
in welcher die kürzesten Abstände je zweier auf einander folgenden graden 
Linien derselben liegen. Dieselbe gradlinige Fläche Oi schneidet auch aus 
der Fläche F^ eine bestimmte Curve b^ aus. Macht man dasselbe in Beziehung 
auf die Fläche t\^ so erhält man eine gradlinige Fläche O2, für welche die 
kürzesten Abstände je zweier unendlich nahen graden Linien auf F^ ip einer 
Curve ^2 liegen, und die gradlinige Fläche 0^ schneidet auch aus J^i eine 
bestimmte Curve b^ aus. Weil alles dieses für einen jeden Strahl des Systems 
gilt, von dem man ausgehen will, so hat man eine ganze Schaar von grad- 
linigen Flächen Oi, deren Curven der kürzesten Abslände je zweier unendlich 
nahen graden Linien eine Schaar von Curven ai auf der Fläche Fi ergeben, 
und welche aus der Fläche F^ eine Schaar von Curven 62 ausschneiden. 
Ebenso hat man eine zweite Schaar von gradlinigen Flächen O2, welche auf 
F2 ihre Curven 112 der kürzesten Abstände der unendlich nahen graden Linien 
haben, und welche aus F^ eine Schaar von Curven b^ ausschneiden. 

Wenn x*, y, z' die Coordinaten des ersten .Gränzpunktes der kürzesten 
Abstände für den von dem Funkle x, y, z ausgehenden Strahl sind, so hat man 

x' = r^rj, / = y-\-r,Ti, z' = « + r,^ 

als Gleichungen der Fläche i<\, in der Form, dafs die Coordinaten eines 
jeden Punktes dieser Fläche als Functionen der beiden unabhängigen Ya- 
riabeln u und v ausgedrückt sind. In derselben Weise hat man 

x' = x-^-r^S, y' = y -j- r^tj, z' = z-\- rj? 

als Gleichungen der Fläche F2. Um die Schaaren der gradlinigen Ober- 
flächen Ol und O2 zu finden, mufs man die beiden Diiferentialgleichungen 

dv - dv - 

di:~^'' 1^ — ^' 

integriren. Wenn die vollständigen, eine willkürliche Conslante enthaltenden 
Integrale derselben gefunden sind, und man eliminirt mittelst einer dieser 
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beiden Integralgleichungen ans den beiden Gleichungen 

jr' — X )' — y z' — z 

~1~~ r, -"1" 

eines jeden Strahls die Gröfsen ti und r, so erhfilt man eine Gleichung fflr 
die Coordinaten x\ y' , z\ weiche eine willkflrliche' Gonstanle enthAlt und 
die ganze Schaar der gradlinigen Flächen 0^ oder 0, darstellt, je nachdem 
die eine oder die andere Integralgleichung angewendet worden ist. Die 
beiden Schaaren der Curven Hi und h^ auf F], und a^ und h^ auf F^ erbfilt 
man unmittelbar, indem man mit den drei Gleichungen einer dieser beiden 
Flächen eine dieser beiden Integralgleichungen verbindet. 

Die beiden Flächen, in welchen die Brennpunkte eines jeden Strahls 
liegen, welche die Brennflächen des Strahlensysfmns genannt werden und 
hier mit 4>i und ^2 kurz bezeichnet werden sollen, existiren als. reale Flächen 
nur dann, wenn die Strahlen reale Brennpunkte und die beiden Wurzela 
Ti und T2 der quadratischen Gleichung (5.) §.4. reale Werthe haben. 

Geht man von einem beliebigen Strahle aus zu demjenigen anendlich 
nahen Strahle fort, welcher jenen in dem auf 4>i liegenden Brennpunkte 
schneidet, von diesem weiter zu dem folgenden, welcher ihn in dem auf ^1 
Kegenden Brennpunkte schneidet, und so fort : so erhält man eine Reihe von 
Strahlen, deren jeder den vorhergehenden in einem Punkte der Fläche 4^^ 
schneidet, welche also zusammen eine abwickelbare Fläche bilden, deren 
Wendungskurve auf der Fläche ^1 liegt, und welche auch ans der Fläche ^2 
eine bestimmte Curve ausschneidet. Diese abwickelbare Fläche soll mit «Qi, 
ihre Wendungscurve mit a^ und ihre Durchschnitlscurve mit der Fläche ^2 mit ß% 
bezeichnet werden. Weil man hierbei von einem jeden beliebigen Strahle des 
Systems ausgehen kann, so erhält man eine ganze Schaar von abwickelbaren 
Flächen i2j, deren Wendungspunkte auf der Fläche ^l^x eine Schaar von Curven 1x1 
bilden, und welche auf der Fläche ^2 eine Schaar von Curven ßi bestimmen. 
Ebenso erhält man, von den auf der Fläche 02 liegenden Brennpunkten der 
Strahlen ausgehend, eine zweite Schaar abwickelbarer Flächen 12,, deren Wen- 
dungscurven a^ eine auf der Fläche 4^^ liegende Schaar von Curven sind, und 
welche auf der Fläche ^i eine Schaar von Curven ßi bestimmen. Also: 

Ein jedes System von Strahlen, welches reale Brennflächen hat, 
läfst sich auf zwei verschiedene Weisen zu einer Schaar abwickelbarer 
Flächen zusammenfassen, deren Wendungscurven zu ihren geometrischen 
Orten die beiden Brennfldchen haben. 
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Weil die Wendungscurven cr^ der abwickelbaren Flächen i2| als 
solche von allen in i2^ liegenden Strahlen berührt werden, und weil sie auf 
der Fläche 4>i liegen, so folii^t. dafs alle Strahlen einer jeden abwickelbaren 
Flüche i2^, also überhaupt alle Strahlen des Systems, die Fläche ^i berühren. 
£benso folgt auch, dafs alle Strahlen des Systems die andere Brennllacbe 
^2 berühren müssen. Man hat daher folgenden Salz: 

Alle Strahlen eines Sj/s/ems mit realen Brenn/lachen sind ^«- 
meinschaflliche Tangenten der beiden Brennflächen. 

Als eine unmittelbare Folge dieses Salzes verdient auch folgender 
Satz erwähnt zu werden: 

Ein jedes Strahlensystem mit realen Brennflächen kann als Systetn 
alter yemernschaßlichen Tanyenten zweier Flächen oder auch als System 
aller Doppellanyenten einer und derselben Fläche yeometrisch . definirt 
werden. 

Man kann auch, um ein System vollständig zu bestimmen, nur die 
eine seiner beiden Brennflächen, z. B. ^i, und zugleich die Schaar der Cur- 
ven «1 auf derselben als gegeben ansehen, also: 

Ein Jedes Strahtensystem mit realen Brennflächen kann als das 
System aller Tanyenten einer auf einer Fläche tfeyenden Schaar von 
Curven yeometrisch definirt werden. 

Weil die in einer abwickelbaren Fläche Si^ liegenden Strahlen alle 
auch die Fläche ^2 berühren, so folgt, dafs die Curve /?2 9 welche sie mit 
derselben gemein haben, eine Berührungscurve beider FDichen sein mufs. 
Ebenso folgt, dafs jede abwickelbare Fläche £22 die Fläche ^1 in einer 
ganzen Curve berührt, d. h. einhüllt. Also: 

Eine jede der beiden Brennflächen wird von einer der beiden 
Schaaren abwickelbarer Flächen einyehüUtj in welche alle Stralden des 
Systems sich zusammenfassen lassen. 

Da nach einem bekannten Satze die erzeugenden graden Linien einer 
abwickelbaren Fläche, welche eine andere Fläche in einer ganzen Curve 
berührt, die conjugirlen Tangenten zu den Tangenten dieser Curve sind, 
so folgt: 

Die beiden Schaaren von Curven^ welche durch die beiden Schaaren 
von abwickelbaren Flächen auf den Brennflächen , eines Strahlensystems 
bestimmt werden, schneiden sich auf jeder der beiden Brennflächen in con'-^ 
juyirten Bichtunyen. 
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Wenn die beiden Brennflachen 4>^ und 4>^ sich schneiden, so ist efaie 
jede Tangente der Darchschnitiscurve einer der Strahlen des Systems und 
folglich eine Tangente einer . der Curven a^\ die Durchschnrtlscnrve und 
diese Curve «i haben also eine gemeinschafiliche Tangente und zwar in 
demselben Berührungspunkte; die Durchschnittscurve wird also von der Curve 
a, berOhrt, und weil dasselbe fflr alle verschiedenen Tangenten der Durch- 
schnittscurve Statt hat, so folgt, dafs die Durchschnittscurve von allen Curven 
der Schaar «i berührt wird. Ebenso folgt, dafs die Durchschnittscurve auch 
von allen Curven der Schaar 03 auf ^2 berflhrt wird: Man hat daher fol- 
genden Satz: 

Die Durchscimittscurce der beiden Brennflächen ist die einhüllende 
Curve oder Gränzcurve für alle auf den beiden Brenn/lachen liegenden 
Wendungscurten der abwickelbaren Flächen, in welche die Strahlen des 
Systems zusammen gefafst werden können. 

Die Gleichungen der beiden Brennflächen erhält man in derselben 
Weise, wie oben die Gleichungen der GränzflSchen der kürzesten Abstände, 
mit Hälfe der Abscissen der Brennpunkte Qi und (>2) nämlich: 

nnd 

Die beiden Schaaren der abwickelbaren Flächen £li und £1^ und die Schaaren 
der Curven Oi, ß^ auf 4>i und a^^ ß^ auf ^2 erhält man durch die vollstän- 
dige Integration der DifTerenlialgleichungen 

dv dv 

in derselben Weise wie dies oben für die Flächen 0^ und O2 und die 
Systeme der Curven a^, b^ auf F^ und a,, ^a 9m\ F2 gezeigt worden ist. 

Was nun endlich diejenige stets reale Fläche betrifft, auf welcher die 
Hittelpunkte aller Strahlen des Systems liegen, welche desbalb die Miitelfläche 
des Strahlensystems genannt werden soll, so ist dieselbe besonders in der 
Beziehung von Wichtigkeit, dafs sie am passendsten fflr diejenige Fläche ge- 
wählt werden kann, von welcher alle Strahlen des Systems als ausgehend 
betrachtet werden. Rechnet man nämlich die Abscissen der Punkte in den 
einzelnen Strahlen von der Mittelfläche aus, so hat man 

r,= -r2, Pi=-(>2, gE-(f+r)F + e6 = 0, 

wodurch eine nicht unbeträchtliche Vereinfachung herbeigefflhrt wird. 

27» 
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Die Gleichungen der Mittellläcbe erbftit man aus dem Ausdrucke der 
Abscisse des MitlelpunktB 

__ r,^r, _ gE^(f+r)F + eG 
~ 2 ~ 2/P ' 

nAmlich 

x' = x4-m|, y'=zy^mri, a' = «-f-f/if. 

Alle diese mit den Sirahlensysteroen eng verbundenen Fiftchen, die 
GrAnzflacben der Itflrzesten Abstfinde^ die BrennflAchen und die Mittelfliche 
können in besonderen Fallen zu Linien oder selbst zu Punkten entarten^ aach 
können gewisse von diesen FlAcben im Unendlicben verschwinden oder auch 
sich so mir einander vereinigen, dafs sie sich decken. Zu den verschiedeneo 
speciellen Arten der Strahlensysteme, welche in dieser Weise als GrAnxfille 
der allgemeinen auftreten, gehören auch die Systeme der Normalen einer 
FlAcbe, fOr welche die beiden BrennflAchen mit den GrAnzflAchen der kflr* 
zesten AbstAnde zusammenfallen. Von dem VerhAltnisse dieser besonderen 
Art der Strahlensysteme zu den allgemeinen soll spAter ausfflhrlicher gehan- 
delt werden. Aufserdem verdient hier diejenige Art der Strahlensysteme eine 
besondere ErwAhnung, für welche ^ = und darom A = 0, B'=0, C = 
ist, welche von der allgemeinen Untersuchung ausgeschlossen werden mufslen, 
weit die Ausdrflcke fOr ^y t], ^ durch die partiellen Differentialquotienten (27.) 
§• 1 für dieselben unbestimmte Werthe ergeben. Ftir diese besondere Art 
der Strahlensysteme verschwinden die GrAnzflAchen der kürzesten Abstinde 
beide im Unendlichen, ebenso versehwindet auch die MittelflAche im Unend- 
licben, von den beiden BrennflAchen aber geht nur eine im Unendlichen ver- 
loren, wAhrend die andere eine endliche bestimmte FlAche bleibt. Von den 
beiden Schaaren abwickelbarer FlAcben, in welche die Strahlen eines solchen 
Systems znaamnengefafst werden können, enthAlt die eine, deren Wendungs- 
corven anf der unendlich entfernten BrennflAche liegen, nur Gylinderflichen. 
Ein solches System Jcann , wie sich hieraus ergiebt , geometrisch dargestellt 
werden als das System aller derjenigen Tangenten einer FlAche, welche den 
Tangenten irgend einer auf derselben gegebenen Gurve parallel sind. 

$. 6. 
Das Dichtigkeitsmaafs. 

Betrachtet man die drei Gröfsen S, v^ ^, welche der Gleichung 
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genögen, als die rechtwinkligen Coordioaten einer Kugel, deren Radius gleich 
Eins ist, so bat man zu jedem Strahle des Systems einen entsprechenden 
Punkt auf der Kugelflficbe und zu jeder conlinuirlichen Reihenfolge von 
Strahlen eine entsprechende continuirliche Curve auf der Kugelflfiche. Legt 
man nun durch irgend einen Punkt eines Strahls eine auf demselben senk- 
rechte Ebene und zieht in dieser Ebene eine Curve, so entspricht der Schaar 
von Sirahlen, welche durch diese Curve hindurchgehen, eine Curve auf der 
Kugel. Nimmt man jene ebene Curve so, dafs ihre einzelnen Punkte sich 
nur unendlich wenig von dem Fufspunkte des ersten Strahls entfernen, auf 
welchem die Ebene der Curve senkrecht steht, und dafs sie einen um diesen 
Punkt herumliegenden unendlich kleinen Fläcbenraum umscbliefst, so erhftit 
man als die entsprechende Curve auf der Kugel ebenfalls eine geschlossene 
Corve mit unendlich kleinem Flfichearaume. Das Yerhallnifs dieser beiden 
unendlich kleinen Flächenrfiume, welches in dem Falle, wo das Strahlensystetai 
ein System von Normalen einer FIfiche und die senkrechte Ebene eine 
Tangentialebene derselben ist, von Gaufs als das KrOmmungsmaafs dieser 
Flfiche definirt worden ist, hat auch fOr die allgemeinsten Strahlensysteme 
dieselbe Wichtigkeit, zwar nicht als Maafs einer Krflmmung aber als Maafs 
der Dichtigkeit des Strahlensystems. Das Dichtigkeitsmaafs eines Strahlen- 
systems wird demnach folgendermaafsen definirt: Wenn durch irgend einen 
Fankt eines Strahls eine auf demselben senkrechte Ebene gelegt und in 
dieser eine dem Strahle unendlich nahe geschlossene Curve angenommen wird, 
deren Flflchenraum gleich f ist, und der Flächenraum der entsprechenden 

Cnrve auf der Kugel gleich 9, so soll ^ das Dichtigkeitsmaafs des Strah- 

Umfjfslems in diesem Punkte genannt werden. 

Es sei dq der unendlich kleine Abstand eines Punktes der Curve f 
von dem Fufspunkte des auf der Ebene dieser Curve senkrechten Strahls, 
welcher durch die Gröfsen x, y, z, ^, ri, ^ und durch die Abscisse R ge- 
geben ist, ferner seien x\ l', fi' die Cosinus der Winkel, welche dq mit den 
drei Coordinatenaxen bildet; es sei ferner der dufch den anderen Endpunkt 
von itf hindurchgehende Strahl durch die Gröfsen x-\-dx, y'\-dy, Z'\-iz^ 
i'\'ii, ri'\-dri, C-f^ bestimmt: so hat man nach (16.) $.1 die Gleichungen: 

y^dq = rfd? + Ä*— f(frfa?+i?dy-f Crf«), 
(1.) ( X^dq = dy^Rdri-ri{idx^ridy-\-^dz\ 
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Es sei ferner a der Winkel, welchen dq mit einem Perpendikel auf der er- 
sten Haaptebene macht , und darum 4n — a der Winkel , den es mit einem 
Perpendikel auf der zweiten Hauptebene macht, so ist: 



(2.) 



sina = X2;f'-r ij/Z-j-^n/i'. 



Hulliplicirt man diese beiden Gleichungen mit dq und setzt die Werthe Ton 
x'dq, l^dq, ^'dq aus (1.) ein, indem man beachtet, dafs 

ist, so erhalt man: 

f31 j^^^sa = x.dx-^^l.dy^u.dz-fRix.d^llidrf-^u^dt) 
] dqsina = ar^^-f ^^X'f .'^^*'f ^'^2<'^i-i2rf'/T/'«^^)- 
Setzt man nun för x^^ li, ii| und x,, I,, u^ ihre im $.3, bei (5.) und (6.) 
gefundenen Werthe und drSckt die Differentiale dx, dy, dz, d^, drj, d^ durch 
die partiellen Differentialquotienten und die Differentiale dnuni dv der on* 
abhängigen Variabein aus. so erhJlt man: 

,._ idqcosa = — A2du-rB^dCj 
(4.) < 

\ dqsma = -f j|,rfii-f B^dt, 

wo der KOrze wegen gesetzt ist: 

. _e+f2JJl(B+F^) ^ _ e4-P/, + it(E-fF/,) 

^1 p , ^2 jT < 

p _ f+g<. + g(F!-Gf.^ p _ f4-g/t + *(F+GM 

0| p , J>5 = 

Aus diesen beiden Gleichungen folgt durch Division: 

(5.) ,ang« = -^ 
und hieraus: 

rß ^ / — -I, cos«-]- J,si na 

Es sei nun da das dem dq entsprechende Bogeneiemeut auf der Kugel- 
Hiebe, so hat man aus den Coordinaien seiner beiden Endpunkte, w^elche 
^, 17, f und l-f-i/f, r-^dr^, ^t'^ ^'^d: 



(7.) Ja = |rf|^^i/rVJ^- = rftt)E-f2F/-t-G/=. 
Die Cosinus der WinkeK welche das Element da auf der Kugel mit des drei 
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Coordinatenaxen bildet, nämlich: 

i/| dn dC 

da ^ da '' da/* 
sind demnach gleich 

Wenn nun /,. den Werlb des / für a = bezeichnet, so ist nach Glei* 
chung (6.): 

(y.j /,) = j^, 

und. wenn der dem Winkel a entsprechende Winkel auf der Kugelfläche mit 
a' bezeichnet wird , so hat man aus den bekannten Richtungen seiner beiden 

rioi cos«' = (»+"X)(a+«^0+('> + b'^)(b+b'0+(c+c'^.)(c+c'.0 
oder vereinfacht: 

(11.) cos« = 1 ,0 t \ > . Ol 

]E+2F<, + G<:i'E + 2F< + Gf» 
woraus man folgenden Ausdruck des tanga' ableitet: 

welcher difTerentiirt 

giebt, und folglicii mit dd^ multiplicirl nach Gleichung (7.) 

(14.) da' da' == Jdu'dl. 
Ferner erhält man durch DilTerenlialion der Gleichung (6.) 

(15.) rf, = ^ÄlZfk^i)^., ' 

nnd aus der ersten der beiden Gleichungen (4.)? wenn -y— =:^ nach Glei« 
chung (6.) durch a ausgedräckl wird: 

(16.) dq = ^lAiziML)^*, 

^ ^ ^ Ä, COS a -}- Ä, Sin a ' 

also 

(1 70 dq^ da = ( J^ Ä^ - A^ B,) du' dt, 

und diese Gleichung mit (14.) verbunden, giebt: 

(18.) i^i.- = -,^^g-.^V«. 
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Weil fOr die unendlich kleine Curve f die Linie dq der Radius Vector ist 
und üL der zugehörige Winkel, und ffir die unendlich kleine Curve (p auf der 
Kugel da der Radius Veclor und a' der zugehörige Winkel, so ist: 

(19.) f = kf^'^dq^da, (p = \f'''dd'da\ 



U (1 



Die Integration der Gleichung (18.) in den GrSnzen a^f=Q bis « = 2n, 
welchen dieselben Grfinzen des a' entsprechen, giebt daher: 

(20.) ^^-j^-^.f. 

Bezeichnet man nun das Dichtigkeitsmaafs mit 6, so dafs ®=7 ist, so bat 
man folgenden Ausdruck desselben: 

Aus den bei (4.) gegebenen Werthen derGröfsen At^ Bi, J,^ 0, erhält man 

A,B,-A,B, = A=^Ceg-ff'+(gE-(f + f')F + eG)Ä-f-^IP3; 

nach den im §. 4 (10.) gefundenen Wertben der Abscissen Qi und ^2 der 
beiden Brennpunkte ist aber: 

eg — ff = pi(>a^, 

gE-(f + r)F + eG = _(p,4.p,)^, 
ud weil nach (4.) $.3 FiF, = ^(/2— '0 ist, so hat man: 

(22.) A,B,-A,B, = ^(eiP2 -(ei + P2)Ä+/P). 
Der Ausdruck des Dichligkeitsmaafses nimmt daher folgende einfache Form an: 

oder 

(24.) = 7 1^1 =;. 

Z>a« Dichtigkeitsmaafs in jedem Punkte eines Strahls ist also ßleick 
dem reciproken Werthe des Products der Entfernungen dieses Punkfee 
von den beiden Brennpunkten des Strahls. 

Das Dichtigkeitsmaafs ist stets real, auch wenn die beiden Brenn- 
punkte imaginfir sind. FOr Strahlensysteme mit realen Brennflfichen ist das 
Dichtigkeitsmaafs positiv fOr alle aufserbalb der beiden BrennflAcben liegenden 
Punkte, negativ fflr die zwischen denselben liegenden, und es hat, wie ans 
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dem Ausdrucke desselben leicht zu ersehen ist, in dem Mittelpunkte eines 
jeden Strahls seinen gröfsten negativen Werth, in den Brennpunkten aber 
ist es unendlich grofs. In den Strahlensystemen mit imaginären BrennflSchen 
ist das Dichtigkeitsmaars stets positiv^ und hat in dem Mittelpunkte eines jeden 
Strahls sein Maximum. 

Fafsl man alle diejenigen einem gegebenen Strahle unendlich nahen 
Strahlen zusammen, welche durch die mit f bezeichnete auf dem Strahle 
senkrecht stehende unendlich kleine Fläche hindurchgehen, so bilden dieselben 
ein unendlich dOnnes SfrahUnbündel , welches von derjenigen gradlinigen 
Fläche begränzt ist, deren erzeugende grade Linien die durch die umgränzende 
Cnrve der Fläche f hindurchgehenden Strahlen sind. Die unendlich kleine 
Fläche f ist ein Querschnitt dieses unendlich dQrnen Strahlenbflndels , und 
zwar der zur Abscisse R gehörende Querschnitt. Betrachtet man nun einen 
zweiten senkrechten Querschnitt f, dessen Abscisse gleich B! ist, so gehört 
zu diesem genau dieselbe entsprechende unendlich kleine Fläche q> auf der 
Kugelfläche, welche zu /'gehört, weil alle Strahlen, welche durch die um* 
gränzende Curve von f gehen, auch durch die umgränzende Curve von f* 
gehen. Man hat daher, wenn das Dichtigkeitsmaafs in dem Funkte, dessen 
Abscisse H' ist, mit & bezeichnet Avird: 

und folglich 

f & 
(25.) ^ = ■^- 

Also: Die Flächeninhalte zweier Quernchnitte eines unendlich dünnen 
Strahlenbündels verhalten sich umgekehrt wie die Dichtigkeifsfnaafse in 
diesen Stellen des Strahlenbündets. 

Betrachtet man nicht blofs die Dichtigkeitsmaafse, sondern auch die 
Dichtigkeiten selbst, welche die Strahlen eines unendlich dOnnen Strahlen- 
bflndels in den verschiedenen Stellen haben, so ist klar, dafs dieselben in 
dem umgekehrten Yerhältnifs der Flächeninhalte der Querschnitte des Strahlen- 
bflndels stehen müssen; denn alle in dem Strahlenbundel enthaltenen Strahlen 
breiten sich in den Querschnitten Ober die ganzen Flächen derselben aus 
und müssen darum in demselben Yerhältnifs dichter sein, in welchem die 
Querschnitte kleiner sind. Hieraus folgt, dafs in einem und demselben 
unendlich dünnen Strahlenbundel die Dichtigkeiten in den verschiedenen 
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Stellen sich wie die zugehörenden Dichligkeitsmaafee verhalten. Die Be- 
nennung ^Dichtigkeitsmaafs'^ wird hierdurch vollstfindig gerechtfertigt. 

FOr zwei in verschiedenen Strahlen oder unendlich dönnen Strahlen- 
böndeln liegende Punkte ist das Verhäilnifs der Dichtigkeiten der Strahlen 
nicht nothwendig dasselbe als das Verhältnifs der Dichtigkeitsmaafse. Man 
erkennt dies am deutlichsten an .dem einfachsten Systeme, in welchem alle 
Strahlen von einem und demselben Punkte ausgehen, welches so beschaffen 
sein kann, dafs die Strahlen nach allen verschiedenen Richtungen in gleicher 
Dichtigkeit gehen, oder auch so, dafs die Dichtigkeit eine Function der Rich- 
tung ist. In dem ersten Falle ist die Dichtigkeit für alle vom Ausgangs- 
punkte gleich weit entfernten Punkte dieselbe und darum Qberall dem 
Dichtigkeitsmaafse proportional, im zweiten Falle aber ist die Dichtigkeit 
nicht allein von der Entfernung vom Ausgangspunkte sondern auch von jener 
Function der Richtung abhängig. Im Allgemeinen, wenn das Strahlensystem, 
wie dies oben angenommen worden ist, so bestimmt wird, dafs von jedem 
Punkte einer als geometrischer Ort der Ausgangspunkte aller Strahlen ge- 
wählten Fläche ein Strahl nach einer bestimmten Richtung ausgeht, so kann 
die Dichtigkeit der Strahlen an dieser ganzen Fläche irgend wie bestimmt 
sein als eine Function der Coordinaten des Ausgangspunktes x, y, z, oder 
was dasselbe ist, als eine Function der beiden unabhängigen Yariabeln u 
und V, und erst durch diese Bestimmung wird die Dichtigkeit der Strahlen 
in allen Punkten des ganzen Systems zu einer vollständig bestimmten. Die 
Dichtigkeit selbst ist darum gleich dem Dichtigkeitsmaafse multiplicirt mit 
einer Function von u und v, welche die Abscisse R nicht enthält und des- 
halb für alle verschiedenen Punkte eines Strahls dieselbe ist. Wenn diese 
Function eine Constante, und folglich die Dichtigkeit in allen Punkten des 
Systems dem Dichtigkeitsmaafse proportional ist, so kann das Strahlensystem 
in Beziehung auf die Dichtigkeit der Strahlen als ein homogenes bezeichnet 
werden. 

Alle diejenigen Punkte in den verschiedenen Strahlen eines Systems, 
welche denselben bestimmten Werth des Dichligkeitsmaafses haben, liegen 
auf einer bestimmten Fläche, welche eine Fläche gleichen Dichtigkeils^ 
maafses genannt werden soll. Weil man dem Dichtigkeitsmaafse alle mög- 
lichen conslanten Werthe geben kann, so folgt, dafs es in einem jeden 
Strahlensysteme eine ganze Schaar von Flächen gleichen Dichtigkeitsmaafses 
giebt. Alle diese Flächen werden sehr einfach durch den bei (33.) %^g^^ 
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benen Ausdruck des Dichtigkeitsmaarses bestimmt, nach welchem 

ist. Nimmt man constant und löst diese quadratische Gleichung in Be- 
ziehung auf R auf, wodurch man 

erh&lt, so sind für diese beiden Wertlie des R 

(27.) x' = x-\-R^, y^y^Rri, «' = ä + äC 

die Coordinalen aller derjenigen Punkte des Systems, deren Dichtigkeitsmaafs 
den constanlen Werth 6 hat; dieselben geben also die Gleichungen der 
Flächen gleichen Dichtigkeilsmaafses in der Art, dafs die Coordinaten eines 
jeden Punkts dieser Flächen als Functionen der zwei unabhängigen Yariabeln 
II und V bestimmt sind. Damit diese Flächen real seien, ist nöthig und hin- 
reichend, dafs der constante Werth von -^ in den Gränzen ~( ^' T^ 
und '\- oo liege. Für den Werth = oo wird R nur dann real, wenn die 
beiden Brennpunkte real sind, und es wfrd jR = (>| oder R = q^^ woraus 
folgt, dafs die beiden Brennflächen zu den Flächen gleichen Dichtigkeits- 
maafses gehören, welches in denselben unendlich grofs ist. 

Wenn die beiden Brennflächen real und gegeben sind, so dafs alle 
Strahlen des Systems als die gemeinschaftlichen Tangenten derselben, be- 
trachtet werden können, so kann man alle Flächen gleichen Dichtigkeilsmaafses 
sehr leicht construiren, indem man zu den beiden Berührungspunkten eines 
jeden Strahls, welche die Brennpunkte desselben sind, einen dritten Punkt 
construirt, dessen Entfernungen von den beiden Beröhrungspunkten ein con- 
atantes Product haben. Wenn der gegebene Werth dieses Products positiv 
ist, so mufs dieser Punkt aufserhalb,' wenn negativ, innerhalb der beiden 
Brennpunkte genommen werden. 

§. 7. 
Die Drehungswinkel der unendlich nahen Strahlen. 

Wenn zwei grade Linien im Räume gegeben sind, und man fällt von 
zwei verschiedenen Punkten der zweiten Linie Perpendikel auf die erste 
Linie, deren Fufspunkte auf derselben in a und h liegen mögen, so soll der 
Winkel, welchen diese beiden Perpendikel gegen einander bilden ^ der Dr€- 

28» 
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hunffswinkel der zweiten Linie um die ernte für die Strecke von a bis 
b genannt werden. Der Drehangswinkel fflr die ganze unendliche Lftnge 
der ersten Linie ist nach dieser Definition gleich zwei Rechten, die Drehungs- 
Winkel fOr endliche Strecken sind alle kleiner als zwei Rechte. Wenn die 
beiden graden Linien in einer Ebene liegen, so ist ihr Drehungswinkel (Ar 
jede beliebige Strecke gleich Null oder gleich zwei Rechten, je nachdem 
diese Strecke den Durchschnittspunkt der beiden Linien in sich enthält 
oder nicht. Wenn a, b, c drei Punkte in der ersten graden Linie sind, so 
ist der Drehungswinkel von b bis e gleich dem Unterschiede der beiden 
Drehungswinkel von a bis e und von a bis i^ also alle Drehungswinkel fflr 
beliebig begränzte Strecken der ersten Linie sind durch die von einem be- 
stimmten Punkte aus gerechneten Drehungswinkel gegeben. 

Um nun die Drehungen zu untersuchen , welche die einem bestimmten 
Strahle unendlich nahen Strahlen des Systems in Beziehung auf denselben 
machen, sollen die Drehungswinkel vom Ausgangspunkte dieses Strahls aua 
gerechnet werden, dessen Abscisse gleich Null ist. Es sei dq die Lfinge 
eines von einem unendlich nahen Strahle auf den gegebenen Strahl gefftllten 
Perpendikels, welches denselben in dem Punkte triflft, dessen Abscisse R ist, 
und a der Winkel, welchen dieses Perpendikel mit einem auf der ersten 
Hauptebene errichteten Perpendikel macht; ferner sei dq^ die Länge und 
Oo der entsprechende Winkel desjenigen Perpendikels, welches den gegebenen 
Strahl im Ausgangspunkte trifft, dessen Abscisse gleich Null ist, so hat man, 
wie im §.6 bei (4.) gezeigt worden ist, die Gleichungen: 

(\ 1 l^ycosa = —Aidu — B^dv, 

\dq sin a = '\'AidU'\-Bidv, 
wo 

^1 — -p , /ij — p ^ 

ff _ f+Si,+R(V + Gi,) i> _ f+g/, + it(F + Gg 

Mß^ p ^ O2 p , 

und darum fflr i{=:0: 
und folglich: 
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. . Ä(E + F/J- Ä(F-fGL) . 
ay cos a — a^o COS «0 = ^-j^ — -au ^-^ — ^dv, 

(3.) ( • . 

Aus diesen beiden Gleichungen erhält man folgende Werthe der Differentiale 
du und dv: 

. rfysina — fiif^sma^ dg cos a — dq^ cos a^ 

^^ ~ RV, RK ' 

^ *^ ^ j (^7 sin g—rfr/o sing J/, (dg cos a -> rfgr^ cos g^^ ) f , 

~ ÄF, st;; ' 

und wenn man diese Werthe in die beiden Gleichungen (2.) einsetzt, indem 
man beachtet, dafs 

.e + (f+r)'i + g'l=-rxF^ e + (f+fO/2 + g^-=-r,F,% 

e+i(f+fOC/i + '2) + g'i'2 = 0, F,F, = ^(/,-0 

tat, so erhalt man 

Rdq^^ cos «0 = — Ta {dq cos a — ^{^ocos cto) 4- ( T^ ) (rfy sin a — dq^ sin cto), 

JRnI^uSin «0 == — (^-o^/^^^^^®^ — rf^üCosoo) — ^i {dqsm a — dq^sm «,,)• 
and weil nach (15.) §.4. 

ist, so erhält man hieraus folgende Ausdrücke von dq cos a und dq sin a: 

dq cos a = [} — —r- J dq^ cos Ui^ '—- a^^sincfu, 

^^-^ ^^ • R^d^^^* t ^ \(a *^^^ • 

aflrsina = — «fl^üCOsao+ll ^Jaflr^sina,,. 

Diese beiden Gleichungen, welche zeigen, wie das Perpendikel dq und der 
SQgehörige Winkel a fQr einen jeden Punkt eines Slrabls durch die ent- 
sprechenden Stocke im Ausgangspunkte desselben bestimmt werden, geben 
darch einander dividirt: 



r71 tan^a = ^V^^— ^'cosg^ + fft ft— itrjsin« 
^ ^^ ^ (p,p, — ÄrJcosg,~Ä}/rf^^r^sing, 



Der Drebungswinkel des unendlich nahen Strahls um den ersten Strahl 
für die Strecke derAbscisse ü ist, wie oben gezeigt worden, gleich a— Oo; 
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bezeichnet man denselben mit ß, so dafs ß=a — ao und a = jS-fao ist, so 
erhält man aus der Gleichung (7.) ffir den Drehungswinkel folgenden Ausdruck: 

(8.) i.„gff = -^gflg ^r-'f :! , • 

^ ^ ^^ ftft— Ä(r,cos*ao + r.sm*aJ 

Die Tangente des Drekungswiukels ist, wie hieraus folgt, fQr jeden 
beliebigen Werth der Abscisse R gleich Null, also der Dreliungswinkel selbst 
gleich Null oder gleich zwei Rechten, wenn 



(9.) ^d^-^ = rfsin2ao 

ist, also aach (20.) §.4, wenn 8in2ao = cosy ist oder «0 = ^71 + !;^, das 
ist aQ = ü)i oder ao = (j02^ wo w^ und coj die Winkel sind, welche die beiden 
Fokalebenen mit der ersten Hauptebene bilden. Also für die beiden unendlich 
nahen Strahlen, welche in den Fokalebenen liegen, ist der Drehungswinkel 
überall gleich Null oder gleich zwei Rechten. Dasselbe folgt unmittelbar auch 
daraus, dafs jeder dieser beiden unendlich nahen Strahlen mit dem ersten 
Strahle in einer und derselben Ebene, der Fokalebene, liegt. 

In denjenigen Strablensystemen, welche imaginäre Brennflächen und 
darum auch keine Fokalebenen haben, kann der Drehungswinkel ffir endliche 
Strecken niemals gleich Null werden, also die Drehung der Strahlen um ein- 
ander niemals ihren Sinn ändern. Wenn irgend zwei unendlich nahe Strahlen 
eines solchen Systems so liegen, dafs die Drehung des einen um den andern 
als eine Recbtsdrehung bezeichnet werden kann, so müssen je zwei einander 
unendlich nahe Strahlen des ganzen Systems nothwendig in demselben Ver- 
hältnisse der Rechlsdrehung zu einander stehen. Die Strahlensysteme mit 
imaginären Brennfläclien tbeilen sich also in zwei gesonderte Klassen, als 
Strahlensysteme mit Rechtsdrehung und Strahlensysteme mit Linksdrehung aller 
Strahlen gegen einander. Zu jedem Strahlensysteme aber, es möge reale oder 
imaginäre Brennflächen haben, giebt es ein anderes, welches demselben in 
der Art symmetrisch oder uneigenllich äquivalent ist, dafs der einzige Unter- 
schied nur in dem entgegengesetzten Sinne der Drehung aller Strahlen gegen 
einander besteht, welcher Unterschied analytisch sich nur durch die Verschie* 
denheit der Vorzeichen vor den Quadratwurzeln ausdrückt. 

Wenn die Brennpunkte real sind, und man untersucht die Drehungs- 
winkel vom Ausgangspunkte eines Strahls bis zu den Brennpunkten, also för 
jB = (>i und /l = p2^ welche beziehungsweise mit ß^ und ßt bezeichnet wer- 
den mögen, so erholt man mit Hülfe der Gleichungen (14.) §. 4, aus welchen 
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Ti cos^ a,, -f ^2 sin^ «o =^m — d cos 2ao foIg:l, 

und bieraas mit Hülfe der bei (18.) §.4 gegebenen Ausdrücke der Winkel 
0^1 und CÜ2 9 welche die Fokalebenen mit den Hanplebenen machen, 



. x> 8in2ai, — sin 2a. ^ , . 

lang/?| = — 5-^ 5-^ = tang (cüi — Oo), 

^' * cos 2ft>^ — cos 2ao ®^ * ^'' 

. /, sin2a^. — sin 2a. . , . 

lang/jj =^ — ö"^ s-^ = tang (wj — On) ; 

*' ^ cos2(v, — cos2a9 ^'^ * ^''^ 

es ist also: 

(12.) /3i = coi — «ü, /32 = co2 — «ü» 

Aus diesen einfachen Ausdrücken der von dem Ausgangspunkte eines Strahls 
bis zu den Brennpunkten gerechneten Drehungswinkel seirter unendlich nahen 
Strahlen erhält man: 

(13.) ßi — ßi = (02 — 0)1 = y. 

Also : Die Drehungswinkel von einem Brennpunkte eines Strahls bis zu 
dem anderen Brennpunkte haben für alle unendlich nahen Strahlen den^ 
selben Werth und sind dem Neigungswinkel der beiden Fokalebenen 
gleich. 

Nimmt man den Drehungswinkel ß als eine gegebene Gröfse, so kann 
man die Lflnge der Abscisse R bestimmen, für welche der Dr^hungswinkel 
eines dem ersten Strahle unendlich nahen Strahls diese gegebene Gröfse hat. 
Die Gleichung (8.) giebt für R folgenden Ausdruck: 

(14.) R = ^«gtsin/g ^ 

(r, cos'a^ 4" ^t sin^a^j) sin /J-f yrf*— ö^cosß-^dsm 2a^ cos/J 

welcher, wenn für r^ und r^ ihre Werthe r^ = m — d und r2 = m-f rf ge- 
setzt werden, folgende einfachere Gestalt annimmt: 

ri51 Ä = - ftft sing 

^ '^ msin/?+}/rf«— d*cos/?— rf8in(2a,-}./9) 

Betrachtet man nun R als eine Function von o,, allein und ß als eine gege- 
bene constante Gröfse, so erhält R seinen gröfsten Werth für sin (2004"/^;= -f^? 
also cL^ = \n — \ßi und seinen kleinsten Werth für sin(2aü4-/?)== — 1^ also 
a^z=z\n — \ß, und wenn der gröfste Werth des R mit üj, der kleinste mii 
JRs bezeichnet wird, so hat man: 
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ß _ ^_^_ ftP.sin/? 



(16.) 



msin^+yrf«— a«cos/J— (/ ' 



jQ _. QiQt^^^ß 



msin/J+yrf«— a»cos/9+rf 
Hieraus folgt weiter: 

±^_JL ^ (1- sin (2a, + /?))</ ^ 2sin'{a, + \ß-in)d 
(171 <f * ^^ ftfts»"/? PiP.sin/? ' 

^J 1 ^ (l-fsin(2«, + /g))rf ^ 2cos»(ao + i/g-ift)rf 

und aus diesen beiden Gleichungen erhflU man: 

rift^ 1 _ cos'K-f4/g-i>t) , sinV«,+i/g-in) 

^^^-^ Ä — ä7 + s;^ 

AIsq: Wenn man von einem beliebigen Punkte eines Strahls ausgehend jeden 
demselben unendlich nahe liegenden Strahl in der Linge nimmt in welcher 
er mit diesem einen gegebenen constanten Drehungswinkel macht, so wird 
diese Länge eines jeden unendlich nahen Strahls aus der Linge des gröfsten 
und des kleinsten und aus dem Winkel, welchen die Richtung seines Aus- 
gangspunktes mit der Richtung des Ausgangspunktes des gröfsten Strahls 
macht, g^nau durch dieselbe Gleichung bestimmt, wie der Krflmmungshalb^ 
messer eines Normalschnittes einer FIflche durch den gröfsten und den klein- 
sten Krümmungshalbmesser und durch den Winkel, den dieser Normalschnitt 
mit einem der Hauptschnitte bildet, in der bekannten jE^ti/^rschen Gleichung 
bestimmt ist. Der EuUrsche Satz selbst ist als ein specieller Fall in die- 
sem allgemeinen Satze enthalten, wie unten näher gezeigt werden soll. In 
dem speciellen Falle, wo der constante Drehnngswinkel ß gleich einem Rech- 
ten ist, hat man 

uy.j ^ — -äT"'* "äT" 

Die in dieser Gleichung ausgedrückte speciellere Eigenschaft der allgemeinen 
Sirahlensysteme hat HamiUon in dem erwähnten Supplemente zuerst nachge- 
wiesen, und zwar durch die Betrachtung der Projection eines, einem gege- 
benen Strahle unendlich nahen Strahls auf eine Ebene, welche durch den 
ersten Strahl und durch den Ausgangspunkt des unendlich nahen Strahls ge- 
legt wird. Den für die Erkennlnifs der Eigenschaften der Strahlensysleme 
ausserordentlich fruchtbaren BegriiT der Drehung der Strahlen in Beziehung 
auf einander und des Drehungswinkels, hat Hamilton aber überhaupt nicht 
in Abwendung gebracht. 
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§. 8. 
Die unendlich dünnen Sirahlenbündel und die Hauptsirahlen. 

In den beiden Gleichungen (6.) §. 7 : 



aqcosa = (1 ^)a^u<^oscfu äqoSinc^^ 

dq sin a = — ^ — — — rfyo cos cf^ -j- (l ^Jdqosinc^ 



können dq und a als die Polarcoordinaten der umgränzenden Curve desje- 
nigen Querschnitts eines unendlich dünnen StrahlenbOndels angesehen werden, 
welcher zur Abscisse R gehört, und <i^o tind a^ als die Polarcoordinaten der 
Curve des im Ausgangspunkte befindlichen Querschnitts. Diese Gleichungen 
können darum dazu benutzt werden^ die Querschnitte eines unendlich dünnen 
StrahlenbOndels nicht nur dem Flächeninhalte nach mit einander zn vergleichen, 
was schon durch das Dichtigkeitsmaafs vollständig geleistet wird, sondern auch 
zu bestimmen, wie die Gestalt eines jeden Querschnitts von der eines ein- 
zigen gegebenen abhängig ist. Geht man von den Polarcoordinaten der bei- 
den Querschnitte zu rechtwinkligen Coordinaten über, deren Axen in den 
beiden Havptebenen des Strahls liegen, in Beziehung auf welchen alle anderen 
Strahlen des StrahlenbOndels als unendlich nahe Strahlen aufgefafst werden, 

so hat man 

idq cos« = X, dq sin a = y, 

(rf^ü cos «0=^09 dq^iSina^i=yo 
sn setseo, wo x, y aod ory , y» die unendlich kleinen Coordinaten der beiden 
Qoerscbaitte sind. Die Gleichungen (1.) geben alsdano: 



X = (l ^)a?u ^—r- y«, 

\- MElzEx -4- A- *ilV 
^ - ftft ^" + ^^ ftft^^"' 

ond wenn umgekehrt x^ und yu durch x und y ausgedrückt werden: 

\(9,-R)((f2-R)yo = -Ryd^'^^x^(,Q,Q,-Rr,)y. 
Die umgrOnzenden Curven der Querschnitte eines unendlich dünnen Strahlen- 
bündels sind also nicht nur sümmtlich Curven desselben Grades, sondern 
stehen auch in dem durch diese Gleichungen ausgedrückten Verhältnisse der 
Collinearitfit zu einander. 

JounMd fftr Matbemaük Bd. LVIL Heft S. 29 



223 Kummer^ aUt/ememe Theorie der gradlinigen Sirahleneyeteme. 



^besondere Aufmerksamkeit verdieneo die Querschnitte in den 
beiden Brennpunkten des unendlich dQnnen Strahlenbflndels, ffir welche, wie 
schon oben gezeigt worden, das Dichtigkeitsmaafs unendlich grofs ist, also 
die Flflcheninhalle unendlich klein einer höheren Ordnung werden. Nimmt 
man A = (»i oder i{ = (>2 , so wird von den beiden Gleichungen (4.) und 
darum auch von den Gleichungen (3.), die eine mit der andern identisch, 
und sie geben 



(5.) 



/ 



t^x, fflr Ä = (», 



y=/3=T^' fflriR = (>„ 



welches die Gleichungen grader Linien sind und zwar unendlich kleiner 
grader Linien, weil y und x nur unendlich kleine Werthe haben dflrfen. 

Die Quereehnitle eines unendlich dünnen StrahUnbündels in den 
beiden Brennpunkten sind also unendlich kleine grade Linien, d. h.' von 
den beiden Dimensionen der Querschnitte, welche im allgemeinen unendlich 
kleine Gröfsen der ersten Ordnung sind, wird in den beiden Brennpunkten 
die eine eine unendlich kleine Gröfse einer höheren Ordnung. 

* 

Hieraus folgt auch, dafs die umkränzende Fläche mnes jeden un- 
endlich dünnen Strahlenbündels mit realen Brennpunkten durch Bewegung 
einer graden Linie construirt werden kann, welche stets durch eine irit- 
endlich kleine ebene Curve und durch zwei grade Linien hindurchgeht, 
die auf einem im Innern der kleinen Curve auf der Ebene desselben er-- 
richteten Perpendikel senkrecht stehen. 

Um die Richtungen der beiden Querschnitte in den Brennpunkten, 
welche unendlich kleine Linien sind, und um die LAngen derselben im Yer- 
hftitnifs zu den Dimensionen des im Ausgangspunkte des Strahlenbfindels ge- 
gebenen Querschnitts zu bestimmen, ist es zweckmäfsiger zu den Polarcoor- 
dinaten dq, a und dq^i^ «o turflckzukehren. Setzt man in den Gleichungen (1.) 
R = ri und beachtet, dafs pa— ri = rf-f J, (>2— Tj = — rf-j-^ ist, so erhfilt 
man fflr den Querschnitt im ersten Brennpunkte: 



^^^ ijQidqcosa :==^ (d-\-^) dqo cos o^ — ^d^ — ä^dqoS\n a^^ 
\(f2äqsina == ^ d'^ — d^ dq^^cos a^ — {d—d)dq^iSV[ia^. 
Durch Einfflhrung des Winkels ai|, welchen die erste Fokalebene mit der 
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ersteil Hauplebene macht, fOr welchen, wie oben bei (18.) §.4 gezeigt 
worden, 



sinco, = |^^, co8öix = )/^ 



ist, können diese Gleichangen in folgender einfacheren Form dargestellt 

werden: 

tps^ycosa = 2ifcosai|Co3(ou-f^i)^9^oi 

tQiäqsina c= 2dsm(OiCOs{aQ-{^a)i)dqo^ 

nnd man erhftlt dnrch Division derselben: 

(8.) tang a == tang oii , a = C0| . 

Daraus, dafs der Winkel a einen constanfen Werth hat, kann man ebenfalls* 
schliefsen, dafs der Querschnitt, dessen Polarcoordinaten dq nnd a sind, ein 
Theil einer graden Linie sein mufs, in welcher der Pol liegt, man hat aber 
in diesem constanten Weilhe a = Q}i zugleich die Richtung dieser graden 
Linie gegeben, da sie mit der ersten Eauplebene den Winkel coi macht. 

FQr ü = (>2 9 also für den Querschnitt im zweiten Brennpunkte erhalt 
man in derselben Weise: 

L Qidq cos a = 2d cos 0)2 cos (o^'\- (02) dqo^ 
IQidqsma = 2if sin cO} cos («o -j- 012) ^^o 9 
(10.) tanga c= tang 0129 a = 0)2. 

Man hat demnach folgenden Satz: 

Die beiden unendlich kleinen graden Linien ^ welche die Quer^ 
schnitte eines unendlich dünnen Strahlenbündels in den Brennpunkten 
hUdenf liegen in den beiden Fokalebenen desselben. 

Fflr den Querschnitt im ersten Brennpunkte, wo a = ci>| ist, hat man 
nach Gleichung (7.): 

(11.) dq = -— rf^üC0S(crü+<Oi). 

Wenn nun, wie hier vorausgesetzt wird, die umgränzende Curve des einen 
Querschnitts im Ausgangspunkte des Strahlenbfindels vollstftndig bestimmt nnd 
gegeben ist, so hat man den Radius Veetor dq^ derselben als eine Function 
des Winkels 0^ gegeben, und es ist alsdann durch die Gleichung (11.) auch 
dq als Function von a» bestimmt. Da aber die Curve, deren Radius Yector 
dq ist, eine grade Linie ist, und der Pol in dieser graden Linie liegt, so ist 
die Lftnge derselben nothwendig gleich dem Unterschiede der beiden Anfser* 

29* 



224 Kummer j allgemeine Theorie der gradlinigen Siraklensyeteme. 

sten Werthe, welche dieser Radius Vector dq als Function von a^ haben 
kann, oder ¥fe\\ der eine dieser beiden äufsersten Werlhe nothwendig positiv, 
der andere negativ sein mufs, so ist die gesuchte Lflnge dieser graden Linie 
gleich der Summe der absoluten Werthe dieses Maximum und Minimum. 
Ebenso erhält man die Länge des Querschnitts im zweiten Brennpunkte, in- 
dem man den gröfsten positiven und den gröfslen negativen Werth, welchen 
dq nach der Gleichung 

(12.) dq = -— rf^ü cos («0 4-0^2) 

als Function von «o erhalten kann, abgesehen von den Vorzeichen, addirt. 

In dem einfachsten Falle, wo der Querschnitt im Ausgangspunkte- als 
ein unendlich kleiner Kreis angenommen wird, also dq^^ als Radius dieses 
Kreises constant ist, hat man die beiden äufsersten Werthe des dq für den 
Querschnitt im ersten Brennpunkte, wenn 0^4-^1 = und a^^-^(Oi=^7i ist, 

Ogt Off 

also gleich — dqouni J^o; dieselben, abgesehen von den Yorzeicbeo 

^' 4rf ^* 

addirt, geben — dq^i als Länge des gradlinigen Querschnitts im ersten Brenn- 
et 
punkte. Ebenso findet man die Länge des Querschnitts im zweiten Brenn- 

4d 
punkte gleich — dq^^. Die Längen dieser beiden Querschnitte in den 

Brennpunkten verhalten sich also wie ihre Entfernungen von dem kreisför- 
migen Querschnitte im Ausgangspunkte des Strahlenbflndels. 

Untersucht man die Bedingung, dafs die Länge eines Querschnitts im 
Brennpunkte des Strahlenbflndels gleich Null ist, d. h. unendlich klein einer 
höheren Ordnung als der ersten, so erkennt nfan aus den Gleichungen (11.) 
und (12.) unmittelbar, dafs dieser Fall eintritt, wenn d = ist, und dafs 
er nur dann eintreten kann, wenn diese Bedingung erfQllt ist. Die Bedin- 
gung 1^=0 zieht nothwendig auch d = nach sich, weil S, wenn ec real 
ist, niemals gröfser ist als d, es mufs also r^^ri sein und'(), = (>i, d. b. 
die beiden Gränzpunkte der kflrzesten Abstände und die beiden Brennpunkte 
mfissen fflr solche Strahlenbflndel mit dem einen Mittelpunkte desselben zu- 
sammenfallen. Nennt man nach Hamilton diejenigen Strahlen, deren unend- 
lich nahe Strahlen alle durch einen einzigen Punkt gehen, Hauptsfrahlen, 
so folgt, dafs Hauptstrahlen nur da Statt haben können und auch wirklich 
Statt haben, wo die beiden Gränzflächen und mit ihnen zugleich die beiden 
Brennflächen gemeinschaftliche Punkte haben, welche entweder Berflhrungs- 
punkte oder Durchschnittspunhie oder Punkte auf Durchschnittslinien sein können. 
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FQr die Hanptstrablen sind die beiden Hauptebeoen unbeslimml, weil 
für sie die kfirzeaten Abslfiode von den unendlich naben Strablen alle gleicb 
Null sind und darum keine bestimmleu Riebtungen ergeben. 

In dem ganz speciellen Strablensysteme 9 dessen Strablen alle durch 
einen einzigen Punkt gehen^ sind alle Strablen Hanptstrablen ; auch ist leicht 
einzusehen 9 dafs dies das einzige derartige System ist. Es giebt aber un- 
endlich viele Strahlensysteme, welche continuirlicbe , zusammen eine Fliehe 
bildende Reihenfolgen von Hauptstrahlen haben, wie z. B. das System der 
gemeinschaftlichen Tangenten zweier confokalen Flflchen zweiten Grades, in 
welchem alle Tangenten der Durchschnittscurve dieser beiden confokalen 
Flächen Byauptstrablen sind. Ebenso giebt es unendlich viele Strahlensysteme, 
welcl^e einzelne isolirte Hauplstrahlen haben, in der Regel aber kommen die 
Hauptstrahlen in den allgemeinen Systemen nicht vor, weil die Werthe der 
beiden unabhängigen Variabein u und v, fQr welch« ein Strahl zu einem 
Hauptstrahle wird, durch drei Gleichungen bestimmt werden. Da nflmlich fQr 
einen Hauptstrahl die Richtung der beiden Hauptebenen unbestimmt ist, so 
mufs- die quadratische Gleichung (4.) §. 2, deren Wurzeln die Richtungen 
der Hauptebenen bestimmen, identisch erfflllt sein, es mufs also gleichzeitig 

(13.) gF-i(f-f.f')6 = 0, eG-gE = 0, f(f+fOE-eF = 

sein. Diese drei Gleichungen reducireu sich im allgemeinen auf zwei, weil, 
abgesehen von dem Falle F = 0, eine derselben eine nothwendige Folge der 
beiden andern ist; es kommt aber noch eine dritte Bedingungsgleichung hinzu, 
weil der Strahl einen realen Brennpunkt haben mufs, nflmlich ^ = 0, welche 

(14.) f = f 
ergiebt. 

Wenn in einem «Strahle nur die beiden Brennpunkte, aber nicht zu- 
gleich auch die beiden Grftnzpunkte der kürzesten Abstfinde, sich mit dem 
Hittelpunkte vereinigen, so hat das ihn umgebende unendlich dflnne Strahlen- 
bflndel nur einen gradlinigen Querschnitt in diesem Mittelpunkte, welcher zu- 
gleich die beiden Brennpunkte enthält, und dieser Querschnitt liegt in der 
• ^^ 

Ebene, in welcher die beiden Fokalebenen sich in diesem Falle -vereinigen, 

da vermöge i^r Gleichung sin^=:-j- der Winkel derselben ^ zugleich mit 

d, dem halben Abstände der beiden Brennpunkte, gleich Null wird. Weil 
die Bedingung, dafs die beiden Brennpunkte zusammenfallen, nur eine einzige 
Gleichung unter den beiden unabhflngigen Variabein u und v giebt, so folgt, 
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dafs die Slrablensysteme in der Regel nicht einzelne Strahlen dieser Art, 
sondern continuirliche Reihenfolgen derselben enthalten werden, welche grad- 
linige Flächen bilden, nnd dafs die Brennflflchen in der Regel sich in be- 
stimmten Carven schneiden, da alle Tangenten an die Durcbscbnittscnrye der 
beiden Brennflächen solche Strahlen sind, deren Brennpunkte zusammenfallen« 
Es giebt aber auch eine ganze Gattung von Strahlensystemen, in denen 
sämmlliche Strahlen diese Eigenschaft haben, weil ihre beiden Brennfläcben 
i^ich decken, indem sie in eine einzige Fläche vereinigt sind. 

§.9. 

VergleichuDg der allgemeinen Theorie der Strahlensysteme mit der speciellen Theorie 
der Krümmung der Flächen und der Systeme ihrer Normalen. * 

Die Strahlensysteme, deren allgemeine Theorie in dem Vorhergehenden 
entwickelt worden ist, gehen in dem besonderen Falle, wo die beiden mit f 
und f ' bezeichneten, aus den partiellen Differentialquotienten von x, y, z und 
§, 71, ^ zusammengesetzten Ausdrücke einander gleich sind, in solche specielie 
Systeme Ober, deren Strahlen sämmtlich Normalen einer und derselben Fläche 
sind. Wenn es nämlich eine Fläche giebt, für welche jeder Strahl eine Nor- 
male ist, und man bezeichnet mit x'^ y, z' die Coordinaten des Punktes 
derselben, in welchem der durch x, y, z, S, tjj C bestimmte Strahl des 
Systems auf ihr normal steht, und nennt die Entfernung dieses Punktes vom 
Ausgangspunkte x, y, z des Strahls r, so hat man 

(1.) a?' = a? + r|, /=/-f-n;, «' = «4-rC; 
und weil dieser Strahl auf der Fläche senkrecht stehen soll, so mufs 

(2.) ?rfx' + i?rf/ + ^rf^ = 

sein« Diese Bedingung giebt, wenn fQr x\ y, z! ihre Werthe eingesetzt 
werden : 

(3.) Sdxiridy+^dz + dr(§' + ri'-^^')-\-r{SdSi-ridv+idt) = 0. 

und folglich 

(3.) frfx-fr/rfy+U« = -rfr 

oder 

(4.) (^ö + ^* + ^c) du -f (In' -f rib' -f gc') rfr = - dr. 

Der Ausdruck auf der linken Seite dieser Gleichung mufs also ein vollstän* 
diges Differential einer Function — r der beiden unabhängigen Variabein u 
und V sein« Es mufs daher 
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sein, and hieraus erbfilt man darcb AusfQhrung der partiellen Differentialio- 
nen, weil 

älL — ^ IL—ä!!^ ^g _ de' 

dv 9« ' dv 9ii ' dv du 

ist, folgende Bedingung: 

aa'4-*b' + cc' = ii'a + 4'b + c'c, 
also 

(6.) f = f^ 

welcbe identisch erffllU sein mufs, damit das Sirahlensystem ein System 
von Norgaalen einer Flache sei. Dafs diese Bedingung auch die hinreichende 
]s(, geht daraus hervor, dafs, wenn sie erfQlll ist, die Gröfse r aus der Glei- 
chung (4.) als Function von u und v bestimmt werden kann, und dafs fflr 
einen solchen Werlh des r die Gleichungen (1.) eine Fläche darstellen, deren 
Normalen die Strahlen des Systems sind. Da zu dem aus der Differential- 
gleichung (4.) bestimmten Werthe des r eine beliebige Conslante addirt wer- 
den kann, so hat man alsdann nicht nur eine, dieser Bedingung genfigende 
Flflche, sondern eine ganze Schaar derselben, welche unter dem Namen 
Parallelflächen bekannt sind. 

Fflr f=f' wird die quadratische Gleichung (5.) §.4, deren Wur/eln 
Ti und T2 sind, mit der quadratischen Gleichung (4.) §. 2, deren Wurzeln /i 
and /2 sind, und ebenso die quadratische Gleichung (9.) §. 4, deren Wurzeln 
ffg und (>2 sind, mit der quadratischen Gleichung (16.) §.2, deren Wurzeln 
fx nnd r, sind, identisch. Hieraus folgt: 

In denjenigen Sjffftemen, deren S/rahlen Normalen einer Fläche 
sind, fallen die beiden Fokalebenen eines jeden Strahls mit den beiden 
Hauplebenen und die beiden Brennpunkte mit den beiden Gränzpunklen 
der kürzesten Abstände zusammen. 

Wählt man in diesem Falle eine der Flächen, fflr welche alle Strahlen 
des Systems Normalen sind, als diejenige Fläche, von welcher alle Strahlen 
als aasgehend betrachtet werden, so sind die Abscissen der Brennpunkte (>i 
und (>2 oder, was hier dasselbe ist, die Abscissen der Gränzpunkte r^ und r2 
die beiden Hauptkrflmmungshalbmesser dieser Fläche, und die Brennflächen 
des Systems, welche mit den Gränzflächen der kflrzesten Abstände zusammen- 
fallen, sind die von Monge behandelten Flächen, in denen die Mittelpunkte 
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aller HauptkrDmmangskreise liegen. Die Theorie der Krflmmung der Flfichen 
kann somit als ein specieller Fall der allgemeinen Theorie der Sirahlensysteme 
aafgefafst werden, und es ist nicht ohne Interesse, den Znsammenhang der 
in dem Vorstehenden entwickelten allgemeinen Sfltse mit den bekannten 
Sätzen aus der Theorie der Krümmung der Fliehen etwas nfther zu erörtern. 

Untersucht man zunfichst, ob die allgemeinere Theorie der Strahlen- 
systeme vielleicht neue Sätze fflr die Theorie der Krfimmung und der Nor- 
malen der Flächen ergiebt, so findet man, wie zu erwarten, keine grofse 
Ausbeute. In dieser Beziehung kann der durch die Gleichung 

r = ricos'co-j-rjsin^o) 
(16.) §. 3 ausgedrflckte Salz als ein solcher angefahrt werden, welcher, da 
er ebenso eine allgemeine Eigenschaft der Normalen . einer Fläche ausspricht, 
in diese speciellere Theorie aufgenommen zu werden verdiente. Ferner 
kann aus der im §• 8 nachgewiesenen Eigenschaft der unendlich dOnnen 
Strahlenbfindel, dafs die Querschnitte derselben in den beiden Brennpunkten 
nicht unendlich kleine Flächen sondern unendlich kleine Linien sind, welche 
in den beiden Fokalebenen liegen, folgender nicht uninteressante, und wie 
ich glaube, noch nicht bekannte Salz für die Normalen der Flächen gewon- 
nen werden: 

Die beiäefi Haüptnormalebenen eines Punkten einer Fläche werden 
von allen diesem Punkte unendlich nahen Normalen so geschnitten , dafs 
die Entfernungen der Durchschnittspunkte von dem gegebenen Punkte 
der Fläche in der einen Hauptnormalehene gleich dem gröfsten, in der 
anderen gleich dem kleinsten Krümmungshalbmesser sind. 

Geht man die bekannten Sätze Ober die Krümmung und die Normalen 
der Flächen durch, so findet man dieselben in allgemeinerer Form- und Be- 
deutung in der allgemeinen Theorie der Strahlensysteme wieder. 

Betrachtet man zunächst die beiden Hauptnormalschnitte fflr einen 
Funkt einer Fläche, welche den gröfsten und den kleinsten KrQmmungshalb- 
messer ergeben, so hat man in der allgemeinen Theorie einerseits die beiden 
Hauptebenen und andererseits die beiden Fokalebenen als diesen entsprechende 
Ebenen. Die mit den Babptnormalebenen zusammenhängenden Eigenschaften 
der Normalen der Flächen vertheilen sich in der allgemeineren Theorie so, 
dafs ein Theil derselben den Hauplebenen, ein anderer Theil den Fokalebenen 
zufällt. Die Hauptebenen erhalten die Eigenschaften, stets real zn sein und 
auf einander senkrecht zu stehen, die Fokalebenen aber erhalten die Eigen- 
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schafl, dafs in ihnen die beiden den gegebenen Slrahl schneidenden, unend- 
lich nahen Strahlen liegen. Ebenso spalten sich die HauptkrOmroungsmittel- 
punkte der Flächen in der allgemeineren Theorie in die Grfinzpnnkte der 
kflrzesten Abstände und in die Brennpunkte, und demgemäfs auch die Flachen, 
in denen die HauplkrOmmangsmitlelpunkte liegen, in die Gränzflächen der 
kürzesten Abstände und die Brennflächen. Den Gränzflächen bleibt hier nur 
die schon in ihrer Benennung ausgedrückte Eigenschaft, dafs sie den Raum 
begränzen, innerhalb dessen alle kürzesten Abstände je zweier unendlich 
nahen Strahlen liegen^ die Brennflächen aber erhalten die Eigenschaft, dafs 
sie von allen Strahlen des Systems tangirt werden. Die beiden schönen von 
ilfon^^ . gefundenen Eigenschaften der Flächen der Hauptkrümmungsmittel- 
punkte, nämlich erstens, dafs die Umrisse derselben sich stets rechtwinklig 
schneiden, von welchem Punkte des Raumes man sie auch betrachten mag, 
und zweitens, dafs die Wendungskurven aller abwickelbaren Flächen, in 
welche die Normalen sich zusammenfassen lassen, kürzeste Linien auf den 
Flächen der Hauptkrümmungsmiltelpunkte sind, gehen, als den Systemen der 
Normalen einer Fläche speciell angehörende Eigenschaften, sowohl für die 
Gränzflächen der kürzesten Abstände als auch für die Brennflächen der all- 
gemeinen Strahlensysteme verloren. 

Die beiden Schaaren der Krümmungslinien der Flächen, in so fern 
sie die Eigenschaft haben, dafs die ihnen zugehörenden Normalen abwickel- 
bare Flächen bilden, treten in den allgemeinen Strahlensystemen als die zwei 
im §• 5 mit £li und £l2 bezeichneten Schaaren abwickelbarer Flächen auf. 
Andererseits können aber auch die gradlinigen Flächen Oi und O2 als den 
Krfimmungslinien der Flächen entsprechend betrachtet werden, weil auch diese 
ia dem speciellen Falle, wo alle Strahlen Normalen einer Fläche sind, indem 
sie mit jenen zusammenfallen, die Krümmungslinien aus der Fläche ausschneiden. 

Die Nabelpunkte der Flächen, für welche die beiden Hauptkrümmungs- 
mittelpunkte sich vereinigen, so dafs alle unendlich nahen Normalen durch 
den Vereinigungspunkt derselben hindurchgehen, und in welchen die Haupt- 
Dormalebenen ihre bestimmten Richtungen verlieren, finden sich in den all- 
gemeinen Strahlensystemen als die Hauptstrahlen, deren unendlich nahe Strahlen 
alle durch einen Funkt gehen, und deren Hauplebenen sowohl, als Fokal- 
ebenen unbestimmt sind. 

Der Eulersc\\e Satz, welcher lehrt, wie der Krümmungshalbmesser 
eio9P beliebigen Normalschnitls durch die beiden Hauptkrümmungshalbmesser 
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und durch den Winkel bestimmt ist, den seine Ebene mit einer der Haupt- 
ebenen macht, ist als specieller Salz in der allgemeinen Gleichung (18.) §.7 

enlhallen, welche für ß = -^^ ri==()|, r2 = (>2 in die Eulersche Gleichung 

fibergeht. Die allgemeine Methode im §. 7 läfst auch überhaupt die Krüm- 
mungshalbmesser der Normalschnille einer Fläche von einer neuen picht un- 
interessanten Seite erkennen, indem sie zeigt, dafs der Drehungswinkel des 
Krümmungshalbmessers eines Normalschnitts mit einer, von dem unendlich 
nahen Punkte In der Ebene dieses Schnittes ausgehenden Normale, für die 
ganze Ldnge des Krümmungshalbmessers gerechnet, gleich einem Rechten 

ist, oder: 

Wenn man an zwei unendlich nahe Punkte einer Fläche die 
Normalen zieht und ihnen die beötimmte Länge yiebty in welcher ihr 
ürehungswinkel gleich einem Rechten ist: so stellen sie die Kriimmuni/s^ 
halbmesser der Flache in diesen beiden unendlich nahen Punkten für 
den durch dieselben hindurchgehenden Normalschnitt dar. 

Das Gaufsxsche Krfimmungsmaars der Flächen findet sich in den all- 
gemeinen Slrahlensyslemen als der allgemeinere BegrifT des Dichtigkeilsmaafses 
wieder, und dem Ausdrucke desselben, als reciproker Werlh des Products 
der beiden Hauplkrümmungshalbmesser, entspricht vollständig der im §. 6 ge- 
gebene Ausdruck des Dichtigkeilsmaafses, nach welchem dasselbe gleich ist 
dem reciproken Werthe des Products der Entfernungen der beiden Brenn- 
punkte von dem betreffenden Punkte des Strahls. Für die Strahlensysteme, 
welche Normalen einer Fläche und darum auch Normalen der ganzen Scbaar 
ihrer Parallelflächen sind, ist das Dichtigkeilsmaars mit dem Krflmmungsmaafse 
vollständig identisch, da in jedem Punkte des Raumes das Dichtigkeilsmaafs 
der Strahlen dem Krflmmungsmaafse der durch diesen Punkt hindurchgehenden 
Parallelfläche gleich ist. Es zeigt sich auch hierin, wie die von Gaufs in die 
Wissenschaft eingeführten Begriffe durchgängig denjenigen Charakter wahrer 
Allgemeinheit an sich tragen, durch welchen sie ihren Einflufs weit über die 
Gebiete hinaus erstrecken, in denen sie ursprünglich entstanden sind. 
Berlin, im Oclober 1859. 
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lieber die Zähler und Nenner der Nftberungswerthe 

von Kettenbrüchen. 

(Von Herrn £, Heine zo Halle.) 



Uie vorliegende Abhandlang liefert die Entwickelung der Formeln, 
welche ich im öS'**"" Bande dieses Journals S. 284 millheilte, so wie die dort 
erwähnte Ueberlragung auf die yerallgemetnerten hypergeometrischen Reihen 
und endlich Beispiele von der Anwendung der gefundenen Ausdrücke auf 
einige specielle Ffille. 

Es ist bekannt, dafs Gaufs in seinen Distfuisitiones generales circa 
ser. infin. etc. jene allgemeinen Kettenbrflcbe entwickelt hat, von denen er 
art. 13 sagen konnte, dafs kaum ein Kettenbruch von den Analysten ent- 
wickelt worden sei, der nach einem Qbersichtlichen Gesetze fortschreite und 
nicht als specieller Fall in den seinigen enthalten sei. Es sind diese BrOche 
die EntWickelungen von Quotienten hypergeometrischer Reihen 

mi im speciellen Falle, fflr ß = 0^ von einer hypergeometrischen Reihe 
^(1?«^^) selbst. 

In einer späteren Arbeit: Methodus nova integralimn val. per ap^ 
prox. inven. betrachtet Gaufe einen unter dem letzteren Mthallenen beson* 
deren Fall, den der logarithmischeh Reihe, und findet das Gesetz fOr die 

Nenner der Näherungswerthe von log . _ , bei welcher Gelegenheit sich 

das wichtige Resultat ergab, dafs diese Nenner mit den Kugelfunctionen über- 
einstimmen, und dafs jeder Zähler sich von dem Producte des Nenners in 

log . ^ um einen ß^et unterscheidet, dessen wesentlicher Theil wiederum 

®1 — X 

eine hypergeomelrische Reihe ist. (IH. vergl. dort $. 18. Ein flbersichtliches 
Gesetz für die Zahler in diesem Falle hat zuerst Herr Chrietoffel in seiner 

30* 
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Inaugural- Dissertation, Berlin 1856, später im 55'^" Bande dieses Journals 
S. 68 gegeben. Dafs der Rest ein zweites Integral der bekannten linearen 
Differentialgleichung ist, von der eines durch den Nenner gegeben wird, findet 
sieb im 26'*'''' Bande dieses Journals, Formel (ll.) bewiesen.} Nachdem ich, 
in Folge einer Aufforderung von Jacobi^ die linearen Gleichungen, auf die 
man in diesem speciellen Falle durch Gaufs' Betrachtungen geführt wird, auch 
auf den allgemeineren äbertragen hatte, dafs statt der logarithmischen Reihe 
^{^'i^f'y) in einen Kettenbruch entwickeil wird, fand ich ihre Lösung, wo- 
durch sowohl die Nenner des allgemeineren Kettenbrnchs gefunden wurden, als 
auch das ähnliche Resultat ffir den Rest erwiesen war. Die Anwendung der- 
selben Methode auf den allgemeinsten Fall, nämlich auf jene Quotienten, bot 
unflbersteigliche Hindernisse dar. 

Unterdessen hatte Eisenslein an verschiedenen Stellen dieses Journals 
neue KettenbrOcbe ohne Beweis veröffentlicht, welche sich auf Reihen be- 
zogen, die bei den elliptischen Functionen auftreten, und die zwar mit den 
von Gaufs gegebenen eine gewisse Aehnlichkeit haben, aber allgemeiner als 
diese sind. Von der Erwägung geleitet, dafs man den Kettenbruch kennt, 
wenn die Zähler und Nenner seiner Näherungswerthe, und in dem besondern 
Falle, dafs die Partialnenner sämmtlich 1 sind, wenn die Nenner der Nähe- 
rungswerthe allein bekannt sind ; dafs ferner meine Methode nicht die Kennt- 
nifs des Ketlenbruchs Si&lbst, sondern nur seiner allgemeinen Form zum Auf- 
finden der Näherungswerthe erfordert, gelang es mir (Bd. 32, S.209 dieses 
Journals) durch Lösung linearer Gleichungen zuerst einige, später alle Ent- 
wickelungen von Eisenslein aufzufinden, und nachdem so die Verwandtschaft 
der Eisensteinschen mit den 6riifi/irschen Brachen klarer hervorgetreten war, 
den Kern der Verallgemeinerung von Eisenstein zu entdecken (Bd. 32, 
S. 210 — 212). Qie Uebertragung sämmtlicher Entwickelungen von Gaufs 
und einiger von Kummer, die sich auf die Gattfssche Reihe bezogen, auf 
die nach diesem Principe verallgemeinerte, die ich mit dem Zeichen (p ein- 
filhrte, wurde im 34'*''" Bande dieses Journals mitgetheilt, und der IL Ab- 
schnitt jener gröfseren Abhandlung enthält Alles, was ich bis dabin Ober diese 
KettenbrQche gefunden hatte. Nachdem dort gezeigt worden ist, wie auch 
die Nenner der Näherungswerthe des Kettenbruchs fOr (p{i^a,y) durch Auf- 
lösung linearer Gleichungen sich ergeben, setzte ich zum Schlüsse des IL Ab- 
schnittes eine andere Methode zu demselben Zwecke aus einander, die sich 
jetzt endlich als geeigraet erwies, auch fflr die KettenbrQche der Quotienten, 
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sowohl der Galoschen als auch von 

die Zähler, die Nenner und den Salz Ober den Rest zu liefern, so dafs meine 
Untersuchungen Aber diesen Gegenstand durch die vorliegende Arbeit ihren 
Abschlufs gefunden haben. 

Es mufs noch bemerict werden, dafs, ebe ich die allgemeinsten Unter- 
suchungen vollendete, mir ein Resultat des Herrn Christoffel bekannt war, 
der bereits die Nenner der Entwickelung eines Quotienten von zwei beson- 
deren 6riit0rschen Reihen, wenn ich nicht irre von ^ . _^ , durch Induction 

e "i" e 

gefunden hatte. 

Um eine Uebersicbt Aber die folgende Abhandlung zu geben, bemerke 
ich, dafs $. 1 Gleichungen zwischen den Zahlern P und Nennern Q enthAlt, 

weiche bei allen KettenbrQchen irgend eines Quotienten fy bestehen, wenn 

zwischen /^, fi und anderen Gröfsen j^, /^, etc. solche lineare Relationen 
existireu, wie sie am Anfange des $. 1 angegeben sind. Diese Beziehungen 
sind nicht neu und röhren zum Theil in derselben Form von EuUr her; 
man findet sie auch im Wesentlichen in den dioptrischen Untersuchungen von 
Gatifs. Ich habe sie aber zur leichteren Uebersicbt kurz abgeleitet, indem 
ich nur die allgemein bekannten Sätze Ober Kettenbrflche ohne weiteren Be- 

weis brauchte. Da, wenn 4- ein Quotient zweier hypergeomelrischer Rei- 
ben ist, solche lineare Relationen bestehen, und /^ wieder eine hypergeome- 
trische Reihe wird, deren drei erste Elemente sich flbrigens nur um ganze 
Zahlen von denen von f unterscheiden (wie man sofort aus dem L Abschnitt 
TOD Gavfs^ Untersuchungen Ober die hypergeometrische Reihe und meiner 
Arbeit im 34'**" Bande dieses Journals ersieht), so gelten die Formeln (2.)) 
(3.), (4.) also auch fflr diese Functionen. 

Ich verweile zunächst bei der Gleichung (4.). Setzt man hier /9 = 0, 
und a = ;^=^, so ergiebt sich sofort das vorerwähnte Resultat von Gaupf 
ffir den Rest bei der Entwickelung der logarilhmischen Reihe und, wenn a 
und y allgemein bleiben, das allgemeinere, welches ich für diesen Fall oben 
angab ; es bleibt, wie man sieht, selbst noch bestehen, wenn auch (3 allgemein 
ist (das genaue Resultat fflr diesen Fall findet man fertig angegeben $. 3, 
Formel 14), so dafs, wenn es nicht darauf ankommt^ die Zähler und Nenner 
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P^ und Q„ selbst zu kennen, zur Kenntnirs des Satzes Aber den Rest ein 
weiteres Eingehen in die Eigenschaften der hypergeomelrischen Reihe nicht 
erfordert wird. Einige specielle Fälle dieses Satzes sind bereits bekannt und 
von Herrn Bauer im öö*'**" Bande dieses Journals §. 9 angegeben. Er findet 
dieselben, indem er einige Functionen auf doppelte Art nach Kugelfunctionen 
entwickelt^ und die gleichnamigen Coefficienten dieser Entwickelungen gleich 
setzt. Die Zähler und Nenner selbst, die bei ihm auftreten, hat er nicht 
angegeben. 

Die Gleichungen (2.), (3.) 9 (4.) enthalten nur drei nicht idenlisdie 
Gleichungen zwischen vier Zahlern und Nennern Ph-m (?/t-i) Pm und Q^. 
Eine vierte findet sich durch folgende Betrachtung: Man weifs, dafs wenn 

P i 

ein Ketlenbruch 






/Vp-. I ''"-i 



ist, der umgekehrte Keltenbruch 












immer ^'"' wird. Führt nun eine Reihe von Functionen /!,, /i, /J, etc. 

durch solche lineare Gleichungen, wie wir sie oben erwähnten, auf den ersten 

f 
Keltenbruch als Anfang der Entwickelung von •^, und kennt man noch eine 

zweite Reihe von Functionen, %^ rpi^ etc., die auf den zweiten als Anfang: 

der Entwickelung von -^ fahren, so wird man aus jeder der drei Gleichungen, 

und hier genfigt die eine (4.), eine neue bilden, in der die rp statt der f, 
und stat4 P^, Q^ die Zähler und Nenner des neuen nten Näherungswerthes, 
also Q^^i und Q^, stehen. Eine solche Reihe von Functionen xp kennt niaii 
aber durch Gleichung (72.) der Arbeit im 34'**" Bande, indem ich dort darauf 
aufmerksam machte, dafs durch Umkehrung des Anfanges der Entwickelang 
eines Quotienten wiederum der Anfang der Entwickelung eines ähnlichen 
Quotienten entsteht. Wir haben somit die gehörige Anzahl linearer Glei- 
chungen, um die P und Q zu finden. Durch ihre Auflösung ergeben sich 
die Werthe im §. 2. die im §. 3 noch vereinfacht werden. 

Nachdem im §. 4 einige Bemerkungen Ober die nachträgliche Veri- 
ficalion dieser Formeln und Ober ihre Natur gemacht sind, "behandeln die 
Obrigen Paragraphen nur noch einige besondere Fälle. 



Heine, über Keiienhrüche. 235 

Wo die verallgemeinerte hypergeometrische Reihe betrachtet wurde, 
war ich geoöthlgt, die Untersuchungen meiner Arbeit Band 34 vorauszu- 
setzen. Da die allgemeinen Ausdrücke noch ihre Gflltigkeit behalten , wenn 
man v=l setzt, wodurch sie sich in Formeln verwandeln, die für die 
Gavpische Reihe gelten, so schien es überflOssig, die allgemeinen Entwicke* 
lungen zuerst ffir die ^ruti/Srschen Quotienten und dann erst für die neuen 
Reihen zu geben; eine solche Trennung trat erst bei den Beispielen und bei 
einer Betrachtung des $. 3 ein. Da ich jedoch nicht eine gröfsere Verbrei- 
tung der Untersuchungen Im 34'^^" Bande voraussetzen darf, so mag hier fQr 
die Leser, welche sich mit der Ausdehnung der Betrachtungen auf die Quo- 
tienten von Gaufs begnOgen wollen, bemerkt werden, dafs sie, um richtige 
Formeln zu erhalten, nur q öberali gleich 1 zu setzen haben und dann (p 
mit dem Zeichen der hypergeometrischen Reihe 1^ vertauschen können. 



§. 1. 

Bestehen zwischen Gröfsen ^, /i,/^, etc. f^^i lineare Gleichungen 

/"ü = A^i/i + ^A^ 

• • • 

• • . 

• . • 

'80 läfst sich fi offenbar linear durch zwei aufeinanderfolgende f, z. B. durch 
fi, und /),^.i, ausdrflcken. So erhält man 

also, wenn man allgemein 

setzt, 

Man weifs seit Euler, dafs die J und £f Nenner von Näherungswerthen des 
Keltenbruchs sind. In den -^ vermittelst der vorstehenden linearen Beziehun- 
gen entwickelt wird. Um dies zu beweisen, benutzt man die zwei Gleichungen 



236 Heine, über KcUenhruche, 

aus denen durch Elimination 

erhalten wird, und vergleicht man diesen Ausdruck mit 

so findet man sofort die zwei Relationen 

oder statt der letzteren mit Hölfe der ersteren 

Berücksichtigt man die oben angegebenen besonderen Werthe von A fflr 11 = 1 
und ns=2, 30 ist klar, dafs, wie behauptet wurde, die A und B die auf 
gewöhnliche Art gebildeten Nennetr der Ndherungswerlbe des Keltenbruchs 

(10 A-^— 



^- ft+-2! 



sind, und zwar wird A^=:Q„, wenn wir nnter Q^ den Nenner des it^'% 
d. h. bis zu ^„ incl. gehenden Kettenbruchs verstehen. (Der Zähler dieses 
Bruches, welcher unten auftreten wird, soll durch P, bezeichnet werden.) 
Es wird daher auch B„ = Q„^^. In der That gelten für die Q dieselben 
Formeln, welche so eben fOr die A gefunden waren, nämlich 

SO dafs schliefslich 

erhalten wird. 

Auf ähnliche Art läfst sich auch f^ durch f^ und f^^^ aqsdrflcken; 
setzt man nämlich 

SO ist €r2 = ^, 6?3 = jU2^3-fy2; i3^2=l^ wnd allgemein 
Hieraus folgt wieder 



Reine, über KetUnhriiche. 237 

also, entsprechend der Formel (2.), 

(3.) /; = Pj. + VnPn^lfn^t. 

Wfthrend (2.) und (3.) ein früheres /"durch zwei späteue, f^ und /i+i, aus- 
drflcken, so läfst sich umgekehrt auch /;^.| linear durch fo und ^ finden. Am 
leichtesten geschieht dies durch Anwendung der bekannten Formel 

die nach Elimination von f^ aus (2.) und (3.) die Gleichung 

(4.) fiQn-f^^P. = (-irni/,.,.^/;^, 

verschafft. 

Endlich wird hier noch an die schon in der Einleitung erwähnte Eigen- 
schaft erinnert, nach der bekanntlich der auf gewöhnliche Art gebildete Zähler 

und Nenner des Kettenbruchs 

1 



(5.) 






fii,-i-}-'.. , j^. 



^+i 



respective (^^.i und Q^ ist, und des Kettenbruchs von vorstehender Form, 
der aber nur bis -^ fortgesetzt ist, respective P^^i und P.. 

$.2. 

Die drei Gleichungen (2.)) (3.) und (4.) reichen nicht zur Bestimmung 
der vier Gröfsen Pn^x^ Ok-m Pn^ Qn b9s, wenn man sich auch die jf und 
die V gegeben denkt. Die besonderen Eigenschaften der Kettenbrflche fflr 
Quotienten hypergeometrischer Reihen geben noch eine vierte Gleichung^ die 
zu diesf'm Zwecke dienlich ist; der leichteren Elimination halber wird noch 
eine flberflflssige Gleichung, die sich gelegentlich ergiebt, hinzugenommen. 

Die allgemeinsten Brfiche, mit denen wir uns hier beschäftigen, sind 
die* im zweiten Abschnitt meiner Arbeit im Bd. 34 dieses Journals angegebenen. 
Es wurde dort 

gesetzt, und aus den Formeln (45.) und (46.) ergab sich 



1 — etc. 
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Es sind die Gröfsen n^, ^2, etc. so wie die später auftretende üq darch fol- 
gende Gleichungen bestimmt: 

• • • • 

• • • • 

Es wurde damals festgesetzt, dafs es erlaubt sein sollte, bei der Bezeichnung 
der Reihe die Elemente nicht ausdrücklich aufzufahren, welche ohne Zwei- 
deutigkeit forlgelassen werden können; bleibt z. B. bei einer Reihe von 
Functionen (/ und x ungeändert, so können diese Buchstaben fortbleiben. Ohne 
Beschränkung der Allgemeinheit wurde q nicht gröfser als 1 angenommen, 
also im allgemeinen y<Cl; nur und immer wenn ^=1, geht die Reihe in 
die Gaufssche über. 

Die Formeln des $. 1 lassen sich sofort anwenden, wenn man 

• • • • 

• • ■ • 

• • • . ■ 

setzt, wenn man ferner alle fi gleich 1 und v^^—a^x macht. Man erhält 
dadurch aus (2.) und (3.) die Gleichungen 

(2.*) Qnfn -a^X On-l/n+i = /i , 

(3.*) Pnfn-an^Pn^Jn^l = /l • 

Die Relation, welche den vorliegenden Reihen eigenlhOmlich ist, und 
von der am Anfange dieses Paragraphen die Rede war, besteht darin, dafs, 
wie schon Bd. 34 am Schlüsse' des II. Abschnitts bemerkt wurde, der Quotient 

y (— m— /?, 1 — m—a, i — y — 2m, q, q^-^^'-rx) 
^(— m — /?, —iw— a^ '-'y—2m,q,q'+ß^Yx)^ 

wenn m eine ganze positive Zahl bezeichnet, den Kettenbruch 

i 



(7.) 



1 



a2mX 



j üim'-lX 



i 



1— üi*^ 



j_Ö0'^ 



1 — etc. 
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giebt. Macht man zur Abkürzung 

V^2n = y (n — iw — a, n — m — /?, 2« — 2m — y, q, q'''^^'^x\ 
V^2n+i = y(n-}-l— Hl — «,» — m— /?,2n-f 1— 2f/i — y,y,y«+''-ya?), 
so lassen sich auch hier die Formeln des §. 1 anwenden , wenn man darin 
/I, = V^n> alle fx gleich 1 und yx=^Ö2m^> ^2 = — «^m-i^^ ©Ic, setzt. Be- 
ziehen sich IT und JS ebenso auf (7.) wie P und Q auf (6.)) so erhält man 
aus (2.), (3.)) (4.) drei Gleichungen, die sich auf (7.) beziehen, und von 
denen die letzte ist: 

Nach den Bemerkungen Ober die Umkehrung der Ketlenbröche am Ende des 
$. 1 hängen aber P, Q, II und JS* so zusammen^ dafs 

-"2m+l = Vlmf Ulm ^= -■ 2in > 

-^2*11+1 = (f2in+l 9 -^21»» = * 2m+l 

wird. Durch Substitution dieser Werthe in (4.^) entstehen zwei* Gleichungen 

(8.) V^i (?2m+l — V^ü (?2m = Q^a^... Oj^ 0?''"+* V^2m+2 , 

(9.) '^iPlm^l — rpi^Plm = öl«2...«2ma?^'"V^2m+n 

von denen die erste mit (2.*), wenn man darin n = 2m -{- 1 setzt, d. h. mit 

/2m+iV2m+i ^2m-\-l*^ Vlmflm+l = fo^ 

die zweite mit (3.*) für n = 2m-|-l, d. h. mit 

combinirl, die gesuchten Werthe fQr die P und Q liefert. Die Auflösung 
dieser Gleichungen giebt nämlich, wenn man 

sar Abkürzung macht: 

CPj^ = /Iv^i — iiia2...a2«a?^Y2«+iV'2m+M 

Cftm = /S V^l — «ü «1 • • • «2m ar^'""*" Y2m+1 V^2m+2 , 
C'P^m+l = /i V'ü — «1 «2 . . . Ö2m+1 ^"""*' Y2«+2 ^^2«+! , 
C^(f2m+1 = /üVü flü^l'-'^m+i^ "* /2m+2V^2in+2- 

§. 3. 
Diese Ausdrücke vereinfachen sich wesenflich, indem die Gröfse C 
gleich 1 ist. Aus den am Anfange des $. 1 aufgestellten Beziehungen folgt 

31* 
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Diralich ffir jedes ganze n 

also 

Auf ihnliche Art kann man noch einmal redaciren, indem man 

— «2m-l ^ ^3 = Vi — V2 

einsetzt, und findet dann 

C=V2A-.-l— V2Am + Vf«/i- = VlAm-l— «2«-l^V3/im- 

Berfic^sichligt man noch, d.afs ^^^i, fi^^i^ 02m-^i^ Vu^ Vi durch Vertauscbung 
von m mit m— 1 respective in /im-i^ /2m ^ ^«.-m V«» V3 öhergehen, so ist 
klar, dafs C, d. h. wenn man den VVerlh vollständig hinsetzt, dars 

y (a-f m-f 1, /3-f w-J-l, y+2m+2, x) 

sich durch Vertauschung von m mit m — 1 nicht ändert, also für alle ganzen 
Werthe von m dasselbe bleibt. Ist nun erstens q<ii^ so gehe man auf ein 
unendliches m über, für welches sich C auf das Product der beiden ersten 
Reihen g> reducirt. Diese werden dann aber 






und 



■> • • • 



X* 



und sind bekanntlich (H. vergl z. B. Bd. 34, Formel (76.) pnd (77.)} rcsp. gleich 

also ihr Product gleich 1. Ist aber zweitens ^ = 1, so denke man sich die 
Producte ausgefflhrt und alles nach x geordnet. Dann ist der Coefficient 
jeder Potenz von x eine rationale Function von m, die, wie wir sehen, ffir 
alle ganze, also ffir alle Werthe von m ungeändert bleibt. Macht man, was 
nun erlaubt ist, 1/1= —a, so wird offenbar wiederum* 1 als Werlh von C 
hervorgehen. 
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So erhält man die Formeln fOr die Zähler and Nenner in ihrer ein- 
fachsten Gestalt, wie sie bereits im 53'^^° Bande dieses Journals fflr ^=1 
veröffenilicht wurden; was dort P^ oder Q^ genannt war, heifst hier P^^i 
oder Qn^i. Der Kflrze wegen habe ich die Werlhe der a aus dem Anfange 
des $• 2 nicht eingesetzt, ferner das vierte Element q flberall und das fünfte 
da, wo es einfach x ist, fortgelassen. Die Formeln sind daher: 

fl|ii2...Ö2«j?''"<^(a4-m,/i4-fw + l,y4.2m+l)y(l — «,— /9, r— y,y*+^-yx^^ 
(11.) (?2m = y(a,/9,y)y(l-m-a, -m-ß, l_2m-y, y^+'^-yj?)- 

flo«|...a2^a?''"+>(a+f#i,/?+i/i+l,y+2m+l)9)(l-a,l-/3,2-y,y^^^ 
(12.) Pj„+i = 9> («,/?+ l,j'+l)y(-in-«, -m-ß, -%m-y, ,f+ß-vx) — 

«i«2...«2m+ia!''^V(«+'n+^/5+'»+1» y+2f»+2)y(l -a, -ß, 1 -y, t/'+^-rx), 
(13.) Ö7-.+1 =(p(a,ß, r)<P(-m~a, —m—ß, —2m—y, (f"^^x) — 

a^x- «i„+ia:"-+V(«+»»+ 1 » /?+»»+1 ,y+2w+2) y(l - a, 1 -ß, 2-y, q'+f-yx). 

Wir fflgen noch die sich auf den Rest beziehende Formel (4.), angewendet 
aof die vorliegenden Reihen, hinzu: 

(14.) g>ia,ß-\-i,r-{-i)Q„-<p(a,ß,r)Pn = «.«i...«,a;"/;+„ 
wo, je nachdem n = 2m oder n = 2m-|-l gemacht ist, 

. fn+i = <;p(o+«»,/3+M+l,j'4-2»»4-l) 
oder 

/•,+! = <p(a+»i+l,/3+«i+l,y-}-2m + 2) 

gesetzt wird. 

• 

Kommt es nun darauf an, die vorstehenden Formeln zu verifidren^ 
80 kann dies leicht durch die Gleichungen im I. Abschnitt der Arbeil im 
34'^'' Bande geschehen, welche denen von Gaufs in den Relationes in/er 
functionis contiguas nachgebildet sind. Durch diese zeigt man nämlich 
leicht, dafs jene vier AusdrQcke, fflr P und Q gesetzt, den Gleichungen 

Pn — Pn-l—^n^l^Pn^2, 

genügen. Ferner sieht man aus denselben ein, dafs 

P,= ft=P,= l; Q^ = \-a,x 
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wird. Z. B. ist Pi nach Formel (12.) der Ausdruck, welchen man aus C 
für in = erhall, also, wie wir aus §.3 wissen, gleich 1. Die zu der Un- 
tersuchung des Werlhes von C angewandten Gleichungen zwischen den f und 
zwischen den tp sind keine anderen, als die im Bd. 34 Gleichung (45.) und (46.) 
enthaltenen. 

Betrachtet man die Art, wie aus dem Ketlenbruch die Zähler und 
Nenner successive gebildet werden, so erkennt man den Grad nach x^ den 
sie haben, und sieht, dafs Pj^ eine ganze Function vom m— 1*^", ftn,^ Pjm+n 
Q2m+i vom Hl**"'' Grade ist. Dasselbe folgt demnach auch fQr die rechten 
Seiten von (10.) bis (13.). 

Hieraus ist klar, dafs man, vm die P und Q nach Potenzen von x 
zu ordnen, nur das Product der ersten beiden Functionen in jeder der vier 
Zeilen zu bilden, und die Glieder, welche die niedrigsten Potenzen von x 
enthalten, bei Pj». bis x"^"^ inclusive, bei 02m» P^m^i^ Oim^^i ^^^ ^'" inclusive 
beizubehalten braucht, welche unmittelbar die gesuchten Zähler oder Nenner 
geben. Man sieht, dafs die nächst höheren Potenzen respective bis x'^'^"^, 
^2m^ ^2m^ jr;^'"+^ luclusive vou selbst fortfallen, und die höheren erst sich 
gegen die subtracliven Glieder fortheben. Bei dieser Art der Berechnung 
kann man also die subtracliven Glieder Unberücksichtigt lassen. 

Jedes der beizubehaltenden Glieder ist dann offenbar das Product einer 
Potenz von x in eine endliche Reihe. Im Allgemeinen läfst sich diese nicht 
weiter rednciren; bei den Beispielen aber, die ich unten gebe, lassen sich 
diese Reihen, welche als Coefficienten auftreten, sämmtlich summiren. 
Beispiele, in denen nur einige dieser Coefficienten einfache Ausdrücke wer- 
den, habe ich nicht hinzugefflgt, obgleich- sie, wie eine Untersuchung von 
Borchardt im Monatsberichte der Berliner Akademie vom Jahre 1857, S. 301 
gezeigt hat, nicht ohne Interesse sind. "^ 

§. 5. 

Die Fälle, in welchen unten die Summation ausgeführt wird, sind so 
beschaffen, dafs jene endlichen Reihen als hypergeometrische mit dem letzten 
Elemente x=^q^'^''^^ auftreten (für y = l also mit dem letzten Elemente 1); 
es kann dann bekanntlich die Summe der Reihe durch Producte i2 (respective 
77) dargestellt werden (Bd. 34, IV. Abschnitt). Da die Reihen endlich sind, 
so mufs eines ihrer ersten beiden Elemente eine negative ganze Zahl —v 
werden, also der Coefficient in der Form y(— ^>/?,y, fl^^"^''"'^) auftreten. Um 



Heine j über Keiienbriiche. 243 

nicht bei Anwendung der Summalionsformeln durch solche S2 (respective i7) 
hindurch gehen zu mässen, deren Argument eine negative ganze Zahl ist, 
kann man für diesen Fall durch Gleichung (25.) Bd. 34 (8. bei Gaufs) eine 
geeignetere entwickeln. Man erhält nämlich zunächst 

oder 

dann aber, durch y malige Anwendung dieser Gleichung, indem eine hyper- 
geomelrische Reihe 1 wird, wenn ihr erstes Element ist: 

und fär den besonderen Fall q = i 

(.6.) n-^,ß,r.i,=.'2=i^±i=^l^^^^^±=&. 



§. 6. 
Als erstes Beispiel wählen wir den Keltenbruch fOr e^ selbst, indem 

wir unsere Formeln auf F(A?^ 1,1,-^) fQr A? = oo, d. h. auf die Reihe 



1H+Ä + TX3 + 



• • • 



anwenden. Den Kettenbruch schreiben wir nicht hin; er findet sich bei Gaufs 
Formel (34.). (Auch in den folgenden Paragraphen fflge ich die Ketten- 
brfiche, deren Entwickelung nach (6.) keine Schwierigkeit darbietet, nicht 
selbst an.} Wir haben hier in den allgemeinen Formeln a = kf /9 = ^=:0, 

und -jr ffir x zn setzen. Die Schwierigkeit, welche dadurch entsteht, dars 

_ a{y—ß) 
'~ y(/+l) 

a 

die Form -^ annimmt, wird gehoben, in()[em man zuerst /5 = 0, also iii = --j-y 

and dann / = setzt; bei Gaufs bemerkt man sie nicht, da er die allge- 
meinen Formeln auf den Fall /? = angewandt, also die Entwickelung von 
F(cifi^y,oi^) selbst ausdrflcklich gegeben hat. Man findet so fflr üiX, ajo?^ 

a^, etc. fl2ma?> Ö2m+ia^> fospective x, _|1, -^, etc. -g^^^^^, ^^^y 
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ferner aas (11.) und (13.) anmitielbar 

(?,-.+i = F(-k, -m, -2m, ^). 
Um^ P2,n ZU erhalten, bat man nach (10.) das Producl der zwei Reihen 

F(Ar,l,l,£^)=l-ff + -^ + ..., 

ZU bilden und nach Anleitung von §• 4 und 5 zu behandeln. Es tritt dann als 
Coefficient von x^ in dem Producte, so lange y<ifn ist, die endliche Reihe 



/Zv(l— 2m)(2--2m)...(v— 2m)( T l(m— v-f 1) ' 1.2.(m— v4-l)(m— r-|-2)"' '" i 



auf. Der Ausdruck in der Parenthese ist aber 

F{—r, 2m— r, m— y+1, 1), 
also nach (16.) 

(m— l)(m— 2). ..(!» — 1») 



(-1)' 



(m— v+l)(m— v+2)...m ' 

so dafs 

n '=^-^ (m— l)(m— 2)...(m— y) x' 



y=o (2iii— l)(2iii— 2)...(2m — y) üy 

wird. Auf Ähnliche Arl findet man auch P2m+i aus (12.), und hat so die 
fOr den Kettenbruch von e' geltenden Resultate: 

p . ■ tn—l X , (m— 1)(ot— 2) j.* , 

*"• — * I 2m— 1 * i "• (2m— J)(2»i— 2)' i.2 "<" 



• • • 



V2« — 1 2m— 1 ' 1 "T'(2m— l)(2m— 2)*"r2' 

p ^ I »» X I m(m — 1) X* I 

Ä-jm+i — *-r 2m ;T"r 2m(2m-l) 7T + 

rt j, m X , m{m — 1) x* 

V2«+i — 1 2;r~'TT 



• • • • 



2m(2m— 1) 1.2 

Man sieht hieraus, dafs P„ mit wachsendem n sich ^**, (?„ sich ä"^* nähert, 

p 
und auf diese Art e"" mit -75^ für n==oo übereinstimmt. Für den Rest er- 

halt man endlich aus (14.) 
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tJÜl A-'" flJ-fi±i J^ I (m+l)(m+2) _£^ , 

22m-i* i»,3«...(2m— !)• l "rZm+r 1 "i (2m+l)(3i»4-2)*1.2T 

VZm-l-l ^ •»am+l 

2»-" ■l'.3'...(2f»— l)»{2m+l) 



h4--!2±i -f I (»»+l)(m+2) X* ,- 
( "T 2m+2' 1 "T" (2m-)-2)(2m+3) 'l .2 " 



• • • # • 



§• 7- 
Die folgenden Beispiele können mit geringerer Ausffihrlicbkeit Jiehan- 
delt werden, da die Methode der Berechnung dieselbe bleibt. Wir vyenden 
nnsere Untersnchungen hier auf den Quotienten 

für Ar SS oo an, der für y = | und x = \y^ in 

flbergehen wflrde. Es werden dann die ZAhler und Nenner der Nähernngs- 
bräche folgende Werthe erbalten: 



2m 



. I (2in— l)(2iit— 2) X . (2m— l)(2m— 2)(2m— 3)(2iit-~4) 

» (2iii— l)(2m+y— l)'l.(y+l) + (2m— l)(2m— 2)(2m+y— l)(2m-fy— 2) 



x^ 



• • • 



-1.2.(>+l)(y+2)+''*' 

^ . , 2m(2m— 1) jr . 2m(2m— <)(2m~2)(2m— 3) jr' ' , 

V2m — 1+ 2in(2m+y-l)'l,y + 2m(2m— lJ(2m+y-l)(2m+;'-2)'l.2.y(y+l)"»""' 

p ^ ; 2m (2m — i) x , 

^am+i— li-2m(2m+y)*r(HT) + '''' 

f% 4 I (2m+<)2m x | 

V2m+i — T (2m+l) (2m+y) * 1 .y » 

Das Gesetz, nach dem diese Reiben fortschreiten, ist leicht zu (Ibersehen: 
bildet man nämlich eine Reihe, die Ähnlich der hypergeometrischen ist, und 
nur statt der zwei Elemeate p^, ß im Zähler vier a, ß, d, b hat, im Nenner 
statt des einen y dri^i, y, tj, ^, so sind vorstehende Reihen unter dieser ent* 
halten, z. B. erhält man P2m} wenn man die Elemente des Zählers gleich 
— i(2m — 1), — |(2m — 2), k, k, die des Nenners gleich — (2m — 1), 

•— (!2iii-|-y— 1), ^'{-i macht und die Veränderliche gleich -p-, darauf aber 
k^^ssoo setzt. 

Joamal für Mathematik Bd. LVIL Heft 3. 32 



••'1 



• • • « 
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§. a 

Wir wenden nan unsere Formeln auf die den beiden früheren ent- 
sprechenden Enlwickelungen an, welche durch q verallgemeinerl sind; man 
hat dann nur statt der Formel (16.) die Gleichung (15.) bei der Summation 
zu gebrauchen. Dann ergeben sich folgende Zähler und Nenner des Ketten- 
bruches, welcher aus (6.) fflr die Function ^(A:^ 1, 1, x)^ nachdem k gleich qp 
gemacht ist, d. h. fOr 

folgt: 

p _ . I 1-7»-'" _£ ■ (l-,;t-»)(l-,y^-m) jr* 

O — i 1—7""* (X7^-'") , (1— 7-"')(l— 7'-") (x7'-'")*7' _ 

Die letztere Reibe ist 

<p{—m, 1 — m— Ar, \—2m, a?y*) 

far A; = c», so dafs die Potenz von q, welche in dem v^*^ Gliede mit 

y(y-0 

[xq^-'^y mulliplicirt wird, q * ist. Ferner findet man 

§. 9. 

Als letztes Beispiel wähle ich den Quotienten 
fflr A; = oc, also den Bruch, dessen Zähler und Nenner respective sind: 



* + (l-7)(l-7r)+(I_,)(l-(,')(l_,y)(l_,y+i) + 

Hier wird, wenn wir wegen der gröfseren Ausdehnung der Formeln nur die 
allgemeiDen Glieder geben: 
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ysw—J 



2m 










»"=111 



}m 



J-+I 



"^^ *'',^ «(i')^i(y+i'-l) (l-7»-r-»-')...(l-7''-)'-»-') ' 



i2(y) 



v-=m 



j:' 



(1 — 7»'-2m)^1^^^2m-lJ 



e 



2m+l 






r=m 



i2(y— 1):^ 



^0 J^W J2(y+»'-l) *(1— qf-r-^")... (1—9'-»-)'-»'") ' 

wo, wie Bd. 34 Formel (83.), £i die Eigenschaften besitzt, dafs 

i2(a) = (1— y'')ß(a— 1) 

and dafs i2(0) gleich 1 wird. • 

Würde man m = oo setzen, so wQrde sich ergeben, dafs der Quotient 
der beiden Reihen, welchen wir hier betrachtet haben, gleich 



H 



+ 



+ 



1+ 






(i-q)H-qr)^{l-q)(i-q^ni-qr){i-qr+^) 

wird. Diese überraschende Beziehung zeigt sich übrigens als einfache Fol- 
gerung des Salzes Bd. 34, V. Abschnitt, No. XVIII, welcher die Erweiterung 
des £7«/«rschen 

enthfilt, und aus dem folgt, dafs Vdx k=^oo 

tp{k,k,Y,x) = <ip(Ar, 1,1, a?) 9 (y— Ar, y— Ar, y,y'*-ya?), 
y(*,Ar,y+l,:r) == y(Ar, 1, l,cr)y(y+l-Ar,y+l-A?,y, y^^-^ar). 

Es stimmeo also die beiden Quotienten so flberein, dafs ihre Zähler und ebtsnso 
ihre Nenner sich nur durch den Factor 

y(Ä:,l,l,a.)=l+j^ + -^ ** 

von einander unterscheiden. 

Halle, September 1859. 
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lieber die Anzahl der verschiedenen Classen qua- 
dratischer Formen von negativer Determinante. 

(Von Herrn Kronecker.) 



JLlie Untersuchung derjenigen elliptischen Functionen, für welche 
complexe Multiplication stattfindet, hat mir höchst merkwürdige Formeln für 
die Anzahl der verschiedenen nicht äquivalenten Classen quadratischer Formen 
von negativer Determinante geliefert. Einige von diesen Formeln habe ich 
bereits in einer Notiz mitgetheilt, welche in dem Monatsberichte der hiesigen 
Akademie vom October 1857 abgedruckt ist; und zwar habe ich dort, da 
es mir nur darauf ankam den allgemeinen Character der Formeln anschaulich 
zu machen, diejenigen ausgewählt, welche sich mit einfachen Bezeic)inungeD 
geben lassen. In dem Folgenden werde ich aber die erwähnten Formeln 
sdmmtlich aufstellen und führe zu diesem Zwecke mehrere Bezeichnungen ein: 

Es bedeute n eine beliebige positive ganze Zahl, m eine beliebige 
positive ungrade Zahl, r eine beliebige positive Zahl von der Form SA — 1 
und s eine beliebige positive Zahl von der Form 8A;-f 1. 

Ferner sei: 
6{n) die Anzahl aller nicht äquivalenten Classen quadratischer Formen für die 

Determinante — n, 
F(n) die Anzahl der verschiedenen Classen solcher quadratischer Formen der 

D terminante — n, in welchen wenigstens einer der beiden fiufseren 

Coefficienten ungrade ist; 
X{n) sei die Summe aller ungraden Divisoren von n, 
4^{n) die Summe särnmtlicher Divisoren von n, 
lF(n) der Betrag, um welchen die Summe der Divisoren von n, die gröfser 

als yn sind, die Summe derjenigen übersteigt, die kleiner als ^n sind, 
^'(ft) die Summe der Divisoren von n, die von der Form 8Ar+l sind, ver-« 

mindert um den Betrag der Summe derjenigen, die von der Form 

8Ä±3 sind; 
¥^(n) die Summe der Divisoren 8Ar±l, die gröfser als Yn^ und der Divisoren 

8A:+3, die kleiner als j/n sind, vernäindert um die Summe derer von der 

Forin 8A+1, die kleiner als |/n^ und derer von der Form 8Ar+3, die 

gröfser als j/n sind; 
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9>(n) der Betrag, um welchen die Anzahl der Divisoren von der Form 4Ar-fl 
die Anzahl derjenigen von der Form 4A: — 1 abersteigt; 

V^(n) der Betrage um welchen die Anzahl der Divisoren von der Form 3A-fl 
die Anzahl derjenigen von der Form 3A:— 1 übersteigt; 

q>\n) die halbe Anzahl der verschiedenen Auflösungen der Gleichung 
fic=a?^-j-64y* und 

^(ft) die halbe Anzahl der verschiedenen Auflösungen der Gleichung 
n = jr^-f~^*^^y^ ^D ganzen Zahlen, wobei aber die positiven und ne- 
gativen Werthe von x und y als verschiedene und auch die Nullwerthe 
derselben zu berflcksichtigen sind. 

Nach diesen Festsetzungen lassen sich die aus der Theorie der ellip- 
tischen Functionen resultirenden Beziehungen fflr die Classenanzahlen der qua- 
dratischen Formen negativer Determinante folgendermaafsen ausdrflcken: 

I. F(4w)+2F(4n-l*)+2F(4n—2«)+2F(4w— 3*)+.-. = 2X(ii)+«(«)-f V(ii), 
IL F(2m)+2F(2m-l»)+2F(2ifi-2*)+2F(2m--3»)+.- = 2*(m)+^p(m), 
ffl. F(2m)— 2F(2m-l»)+2F(2in-2V 2fK2m-3*)+- = — 9(m), 
IV. 36(m)+6G(m— l*)+6G(i»— 2*)+6Ö(m— 3*)+...= <P(m)+3V(m)+3^p(iii)^^ 
V, 2F(m)+4F(in-l*)+4F(m— 2«)+4F(iii— 3*)+- = *(in)+ V(m)+^p(m), 
VL 2F(m)-4Ftiii— l')+4F(m— 2*)— 4F(iii— 3*)+..-Ä (-l)i('«-0(<p(m)~^^^ 

m 2F(r)-4F(r--4*)+4F(r-.8*)— 4F(r-12«)+...s= (— l)*(«--'')(*'(r>-*'(r)), 
m 42:(-l)A('-*')(2F(f=^y3G(^*)^ = (_l)i(t-i)(0r(,)_tpr(,)^4.y(,) 

In den ersten sieben dieser Formeln ist die Reihe der Functionen F 
und G nur so weit fortzusetzen, als die dazu gehörigen Zahlen nicht negativ 
werden, so dafs, wenn man z. B. das letzte Glied in der ersten Formel mit 
p fj^n — 1^) bezeichnet, die Zahl Ar durch die Bedingung ^^^411 bestimmt 
wird« In der letzten Formel (VIII.) bezieht sich das Summenzeichen auf 
alle diejenigen verschiedenen positiven Zahlen k, fflr welche iV (^ "^ ^) %^^^ 
und gröfser oder gleich Null ist; und in allen Formeln ist F(o) = 0, aber 
&(o}==:^ zu setzen. 

Fflr die zahlentheoretischen Functionen F und G besteben aufserdem 
folgende Fundamental- Beziehungen, welche ebenfalls aus der Theorie der 
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ellipUschen Functionen sich ergeben, aber auch mittelsi einfacher aritbmetiscber 
Betrachtungen hergeleitet werden können: 

F(4n) = 2F(n) für jede beliebige Zahl n, 

doch mit der Ausnahme, dafs, wenn n ein ungrades Quadrat, F{4n)=2F{n) — 1 
ist ; ' 

G{4n) = F(in)-\-G(n) für jede beliebige Zahl n; 

G(n) = F{n), wenn n fOr den Modul 4 den Rest 1 oder 2 Ififst; 
6?(tt) = 2F(n), wenn » = 7 (mod. 8) ; 
3C(n) = 4F(n), wenn n = 3 (mod. 8), 

jedoch mit der Ausnahme, dafs, wenn n das Dreifache eines ungraden Qua- 
drats ist, 36?(ii) = 4F(»)-|-2 wird. 

Es ist ferner die Classenanzahl F{n) gleich der Summe der Anzahlen 
der eigentlich /7rtr/tt7fr#n Classen quadratischer Formen fOr alle diejenigen 
Determinanten —v, welche Theiler von n sind und fOr welche der Quotient 

— ein ungrades Quadrat ist. In Folge dessen lassen sich aus den obigen 

acht Formeln fOr die Classenanzahlen F und G folgende entsprechende For- 
meln fflr die Function f{n) ableiten , welche die Anzahl der eigentlich pri- 
mitiven Classen quadratischer Formen der Determinante — n bezeichnen soll : 

(1.) WiAl) + W2A2) + W3A3) + W4A4) + - = 4X(n) + 2*(n) + 2?F(it), 

wo t/j^ die Anzahl aller möglichen Darstellungen der' Zahl 4ri durch die Form: 
x^-\'k(jly'\-\f bedeutet, also da W;i = wird, wenn k>An, die Reihe auf der 
linken Seite abbricht. Jene Anzahl der Darstellungen wird fibrigens hier, wie im 
Folgenden Qberall, in dem gewöhnlichen Sinn.e genommen; nämlich so, dafs 
darunter die Anzahl der verschiedenen Systeme positiver oder negativer ganz- 
zahliger Werthe der Unbestimmten x und y verstanden wird, fflr welche die 
Darstellung möglich ist. Es ist nun: 

(2.) ti,/-(l) + ii,/-(2) + ti3/-(3) + ti,A4) + - = 4*(m) + iir„ 
(3.) tiir(l)-^^2A2)+t/3>(3)-fi,A4) + - = in., 

wenn die Anzahl der Darstellungen von 2m durch die Form: ar^-f ^(2/4'^)^ 
mit Ui bezeichnet wird. Ferner ist: 

(4.) 3-Sii/(i)+-S(2 + (-l)0»/4.-V(4t-l) = 2*(m)4.6!F(m>+ 
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wo sich die Sammationen auf alle positiven Zahlen i erstrecken , und u^ die 
Anzahl derjenigen Darstellungen von m durch die Form: x^-\-ky^ bedeutet, 
bei welchen y von Null verschieden ist. Man hat ferner: 

(5.) ti,Al) + «'2A2)+«3A3) + ti4A4)+- = *(m)+ W{m)^\u,, 

(6.) iixAl)-t'2A2)+t/3A3)-t/4A4)+- = (-l)*^'"~*^(*(m)-!F(m))-f Iti,, 

wenn Uj, die Anzahl der Darstellungen von m durch die Form: x^'\-k{2y'\'\f 
angiebt. Ferner ist, wenn r^7 (mod. 8): 

wo sich die Summätion auf alle positiven Zahlen t erstreckt, und t/^ die An- 
zahl der Darstellungen von r durch die Form: 64a?^-fAry^ bedeutet. Endlich 
ist, wenn ä ^ 1 (mod, 8) : 

(8.) -S(3t/;±r,0Ai)+-S(2±l)(ti4,^, -r^.Omi-1^ 

wo sich die beiden Summationszeichen auf alle positiven Zahlen t beziehen 
und das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem t grade oder ungrade ist, 
wo ferner t^k die Anzahl der Darstellungen von s durch die Form : i^^-f %^ky^, 
bei welchen y von Null verschieden ist, und Vk die Anzahl aller Darstellungen 
yon s durch diie Form: x^-\'\ßk(2y'\-\f bedeutet. 

Die oben fOr die Classenanzahlen F und G gegebenen acht Formeln 
werden insoweit vereinfacht, dafs auf der rechten Seite derselben die Aus- 
drQcke cp, rp, q>\ ip' äberall gänzlich fortfallen, wenn man die zahlentheoreti^ 
sehen Functionen F{n) und G(n) durch andere: F(n) und G(n) ersetzt, 
welche fflr n=0 respeclive die Werthe: und — jV haben und für alle po- 
sitiven Werlhe von n durch folgende Gleichungen bestimmt werden: 

F(4n) = F(4ii) für jeie beliebige Zahl w, 

F(4fi) = 2F(n) und G(4ii) = F(4ii)-f G(ii) für jede positive Zahl Uf 
G(n) = F(n), wenn n^l oder 2 (mod. 4) und 
G(n) = (2 4-(— Ip-^OFC^N wenn w = 3 (mod. 4) ist. 
Es bestehen demgemäfs fflr die Functionen F und G dieselben Fundamenlal- 
beziehungen wie für die Classenanzahlen iP und G, aber ohne die Ausnahmen; 
und die Functionen F(n) und F(n) stimmen überhaupt überein, sobald nicht 
n ein ungrades Quadrat, G(n) und G(n) stimmen mit einander äberein, 
sobald nicht n irgend. ein vollständiges Quadrat oder das Dreifache eines sol-* 
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chen ist. Aber auch fflr diese besonderen Werthe von n haben die Functionen 
F(n) nnd G{n) ihre unmittelbare zahlentbeoretiscbe Bedeutung, deren Erör- 
terung indessen hier zu weit fOhren würde. 

Aurser den erwähnten Veränderungen, welche die obigen Formeln 
(I bis YIII) durch Einfahrung der zahlontheoretischen Functionen: f{n)^ F(n), 
G(n) und anderer erfahren, kann man die Formeln auch dadurch in der 
mannigfaltigsten Weise umgestalten, dafs man sie Onter sich so wie mit den 
fflr die Functionen F und G bestehenden Fundamentalrelationen combinirt; 
und man erhält dadurch viele neue elegante Formeln. Aber keine der Glei- 
chungen (I. bis VIII.) selbst läfst sich aus den fibrigen durch blofse Benutzung 
jener Fundamental -Beziehungen ableiten, und sie bilden also insofern ein 
System von unter einander unabhängigen Formeln. Von den durch Verbin- 
dung derselben resultirenden Gleichungen hebe ich nur die folgenden beiden 
hervor, indem ich dabei der gröfseren Einfachheit wegen die Functionen F 
nnd G benutze nnd 2F(n)— G(it) = E(n) setze: 

IX. F(n)+F(n-2)+F(w-6)+F(n-.12HF(w-20)+.-. = 1^(411+1), 

X. E (n) + 2E (n - 1 ) + 2E (n — 4) -f- 2E (n — 9) + . .• = K2+(— 1 T^n). 

Beide Formeln gelten fOr jede positive Zahl n; die letztere derselben ergiebt, 
wie ich unten zeigen werde, die merkwürdigen Beziehungen zwischen der 
Anzahl der Darstellungen einer Zahl n als Summe von drei Quadraten und 
der zur Determinante —n gehörigen Classenanzahl quadratischer Formen; 
die Formel X. läfst sich auch andrerseits aus diesen Beziehungen ableiten, 
sie enthält also bereits bekannte zahlentheoretische Sätze nur in neuer Form. 
Dasselbe ist bei den Formeln II. und III. der Fall, so wie überhaupt bei 
allen denjenigen Verbindungen der Formeln I. bis VIIL, aus welchen die 
Functionen W und T' wegfallen. Die übrigen id jenen Formeln enthaltenen 
Resultate aber lassen sich mit den vorhandenen arithmetischen HOlfsmitteln 
nicht herleiten und sind also der Form wie dem Inhalt nach durchaus neu. 
Der wesentliche Unterschied, welcher hiernach zwischen den Functionen X, 
4>, 4>' einerseits und V, W andrerseits begründet wird, tritt übrigens aaeh 
in der gänzlich verschiedenen Natur der Reihen hervor, welche man erhfilt^ 
wenn man jene Functionen als Entwickelungscoefficienten darstellt. Es ist 
nämlich : 

S{2±i)X{n)f = ^^i^, 

wo sich die Summationen auf alle positiven Werthe n = 1 bis oo erstrecken, 
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und aur beiden Seiten das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem n 
grade oder ungrade ist. Ferner: 

(n)q'^ = .--'< - - ^" 



^W^^ = ^(fr^M 






WO sich die Summationen ebenfalls auf alle positiven Werlhe voa n = 1 bis 
oo erstrecken. Endlich ist: 



^*'(m)y- = -^(-1 )*('»•-> y^, 

wo fOr m alle positiven ungraden Zahlen zu nehmen sind. 

Verbindet man diese Gleichungen mit den acht Formeln fQr die Classen- 
anzahleq der quadratischen Formen von negativen Determinanten, so erhfilt 
man auch diese als Entwickelungscoefficienten dargestellt. Namentlich ergeben 
die erste und dritte obiger Gleichungen in Verbindung mit den Formeln IX. 
und X. die beiden folgenden Relationen: 

XI. smr. = 7^^^-^=^=^, 

XII. i2^E(»),- = gJj5+g^;s.;i.|^. 

wo sich die Summationen auf alle Werthe von n = bis oo beziehen und 
in der letzten Summe das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem n grade 
oder ungrade ist. Die Buchstaben H, &, K und q haben hier die ihnen von 
Jaeobi beigelegte Bedeutung; die letztere der beiden Gleichungen läfst sich 
deshalb durch Benutzung der Formel (8.) pag. 103 von Jacobh ^Fundamenta'* 
in folgende verwandeln: 

und hieraus ergiebt sich unmittelbar, dafs die Anzahl der Darstellungen einl^r 
Zahl n, als Summe von drei Quadraten, gleich 12E(n) ist. Dieses aus der 
Theorie der elliptischen Functionen hervorgehende Result9t enthalt in ein- 
facher Zusammenfassung die schon oben erwAhnten 6rati/>ischen Sfitze Ober 
den Zusammenbang, welcher zwischen der Anzahl der Darstellungen einer 
Zahl n durch die Form: x^ -{- y^ -{- z^ und der Anzahl der verschiedenen 
Classen binärer quadratischer Formen der Determinante —n besteht. Auf 
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diese Weise können also aus der Theorie der elliptischen Functionen alMn 
jene schönen Sätze der höheren Arithmetik geschöpft werden, welche bisher 
nur durch die tief liegenden Betrachtungen in Gaupt Disq. arithm. begrfindet 
waren. Da der JPVmia/sche Satz Ober die Triagonalzahlen eine einfache Coir- 
sequenz jener Sfitze bildet, so ist also auch dieser aus der Theorie der 
elliptischen Functionen ohne alle zahlentheoretische Vorbereitung herzuleiten, 
und hiermit ein von Jacobi in seinen Vorlesungen oftmals ausgesprochener 
Wunsch erfallt. — Dieser grofse Mathematiker fand nfimlich, wie bekannt, in 
seiner bedeutendsten analytischen Schöpfung, der Theorie der elliptischen 
Functionen, zugleich eine reiche Quelle zahlentbeoretischer Sfitze, und er 
scheint grade diese mit Vorliebe daraus entwickelt zu haben. So wie er nun 
aus den Reihen fOr die graden Potenzen von 6{K) die Sätze Ober die Anzahl 
der Zerlegungen einer Zahl in 2, 4, 6 und 8 Quadrate erlangt hatte, wflnschte 
er auch aus der Entwickelung des Cubus von 6{K) oder Ähnlichen Reihen 
die Sätze Aber die Zerfällung einer Zahl in drei Quadrate und in drei Tria- 
gonalzahlen abzuleiten. Dies ist in den oben angedeuteten Untersuchungen 
nunmehr geschehen; freilich nicht durch directe analytische Umformung des 
Cubus von 0(Ar), sondern mit Hfllfe der speziellen Moduln, för welche com- 
plexe Multiplication stattfindet, also doch immerbin durch Betrachtungen, welche 
ausschliefslich dem Gebiete der elliptischen Functionen angehören. 

Es deutet Alles darauf hin, dafs, wie die zahlentheoretischen Functio- 
nen E(n) und JC{n) mit der Anzahl der Zerfallungen von n in drei und vier 
Quadraten zusammenhäqgen , so auch den Functionen F(n) und !P(n) eine 
ähnliche Bedeutung ffir die Darstellung von n durch quadratische Formen mit 
mehreren Variabein zukommt. Nur aus einer solchen anderweiten zahlentheo- 
retischen Bedeutung von F(ri) und V{n) dflrfte man auf rein arithmetischem 
Wege die gegenseitigen Beziehungen derselben herleiten können, welche in 
den obigen acht Formeln enthalten sind. Indessen idt zu vermuthen, dafs die 
betreffende Eigenschaft der Classenanzahl F(n) und somit die Begründung 
jener acht Formeln auf zahlentheoretischem Wege sehr tief liegt, da selbst 
Gßufs bei seiner umfassenden arithmetischen Befaandfpng der binären quadra- 
tischen Formen nicht auf jene ^einfachen Gesetze för die Classenanzahl der- 
selben gefflhrt worden ist. Uebrigens bandelt es sich nunmehr, da die zwi- 
schen den Functionen F und V bestehenden Relationen gegeben sind, nur 
darum, dje vermuthete Eigenschaft der einen von beiden zu ermitteln, nm 
daraus unmittelbar eine entspreefaende der anderen zu erschliefsen. Und diese 
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ZurflckfAhrung dQrfle von Wichtigkeit sein, weil die Analogie zwischen den 
Functionen X nnd ^ einerseits und zwischen E and F andrerseits zu der 
Annahme berechtigt, dafs eine etwaige Bedeutung von W(n) für die Dar- 
stellung der Zahl n durch eine quadratische Form näher liegen wird als die 
entsprechende Bedeutung von F(ii). Namentlich auf Grund dieser Betrach- 
tangen habe ich auch die obigen Reihen aufgestellt, in denen F(n) und Vin) 
die Entwickelungscoefficienten bilden, aber es ist mir bisher noch nicht ge- 
lungen, befriedigende Resultate fQr die gesuchte weitere Bedeutung der Func- 
tionen F und V daraus abzuleiten. Leichter scheint es, auf rein analytischem 
Wege die Eigenschaften der unendlichen Reihe auf der rechten Seite der 
Gleichung XI. insoweit zu ergründen und aufzustellen, dafs man vermittelst 
derselben aus dieser Gleichung allein die obigen acht Formeln sämmtlich ent- 
wickeln kann. Hierzu bedQrfte es nämlich nur gewisser Umformungen, deren 
jene Reihe fähig ist, wenn man in derselben q mit den verschiedenen achten 
Wurzeln der Einheit behaftet annimmt; Umformungen, welche sich andrer- 
seits durch Benutzung der Gleichungen I. bis VIII. ergeben. 

Ich bemerke schliefslich, dafs die Formeln Y. und VI. zur Berechnung 
der Classenanzahlen der quadratischen Formen von negativer Determinante 
yorzflglich geeignet sind. Ich habe auch bereits nach einer Verbindung dieser 
Formeln den Werth von F{m) fOr alle ungraden Zahlen tu bis zn 10000 
ansrecbnen lassen, wobei die Leichtigkeit und Sicherheit der Rechnung nichts 
80 VrOnschen flbrig liefs. Die Anzahl der eigentlich primitiven Classen der 
^adratischen Formen von negativer Determinante ergiebt sich aus den be-. 
rechneten Werthen von F{fn) mit leichter Mohe. 

Berlin, im December 1859. 
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T«B den Cvammafiinctioneii nnd einer besonderen 

Art unendlicher Prodncte. 

(Tod Herni 6. Bauer zu Mündien.) 



%wmmf$ Waerkt in seiner Abbandlang ^^Disqnisitlones generales circa 
isfutan ele." da(s die Stirümgsche Formel fflr log (1.3. 3...«} 
iWrkMpl fir lofi'(«-f ^} g^% ^^i) wenn a irgend eine positive Zahl be- 
timhaet In dem Aufsätze Aber ,.die Darstellung gewisser Functionen durch 
^ Em^r^At Saaianenformer in 56^*^ Bande dieses Journals verificirte 
H«rr Lip^tMtz die so Terallgemeinerte Stirtinjfsche Formel und bestimmte 
a«fl#ick den Rest der Reihe, die sie enthalt. 

Ich wurde hiedurch veranlalst eine frflhere Untersuchung wieder 'auf- 
lauehmen« welche zum Zwed[e hatte unmittelbar aus dem Integralausdruck 
tiie conrergente Reihenentwicklung ftlr log/^a) herzustellen, Und welche mich 
1« eine« neuen Ausdruck für r{m) in ^orm eines unendlichen Products führte. 
Dieses Product ist so beschaffen, dafs, wenn a wächst, die ersten Facloren 
mmitleibar den Nihemngswerth Y2n.€^ar^ liefern, wfibrend die flbrigen 
Padorea gegen die Einheit convergiren, und die Entwicklung von \ogr(a) 
aus diesem Product nimmt die Form der Stirtmßschen Formel an. Man 
erhilt hiebet tu gleicher Zeit verschiedene, so viel mir bekannt, neue inde- 
l^tndtnte AusdrAcke ftlr die Aamov/Irschen Zahlen. Andererseits lifst sich 
auch aus dem Producte leicht der von Gawfs in der oben erwähnten Abhand- 
IttUf fOr /\«*f 1) gegebene Ausdruck ableiten. 

Durch Producte ähnlicher Art lassen sich endlich auch die Functionen 

#"^^ und #** darstellen« und zwar unterscheiden sich die Producte, welche 
dit«t beiden Functionen darstellen, nur in den Exponenten der einzelnen 
Knotoren. 

r Nennen wir die Function — ^ , welche Gau/s mit rpfa—i) 

beielohnet, um die Formeln gleichmäfsiger zu machen, hier v^Ca}, so hat 
man nach DirkAlH (Sur les integrales Emlerkmmes Bd. 15, S. 260 dieses 
Journal») fttr y\«) den Integralausdruck 
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Aus diesem Aasdrack far yj(a) Ififst sich sogleich entnehmen, dafs wenn a 
gegen UneodUch convergirt, V^(a) — log(a) gegen Null convergirl. In der 
That ist 

mithin 

Wird nan a = oo , so wird (i-\-^j=ztrr in dien Elementen des Inte- 
grals, in welchen y einen endlichen Werth hat; diejenigen Elemente aber, 
In welchen y anendlicb grofs ist, tragen ohnehin nichts zam Werthe des In- 
tegrals bei. Hierdurch ist obige Behaaptung gerechtfertigt. 

Differenliirt man die Gleichung (1.) nochmals nach a, and setzt 

da* — da — V'W» 
so erhfilt man 

v^w -/ TT^-i -J — (i+i- — 







Das Integral fl^l^dz ist aber bekanntlich =^g$= /±4'f'"/ir>^\, i 

mid man hat also fttr ^'{a) die Reihenentwickinng 

1 1 1.2 1.2.3 

y/(a) = — + i-^(^^i/+i' a(a+l)(a+2) ■^**a(a+l)(a+2)(a+3) + '" 

oder 

(2.) y\a) = ^ tIt' , V.VTx >, 1 
^ ^ ^aii »+1 a(a+l)...(fl+i) ' 

eine Reihenentwickinng, welche convergent ist fflr Jeden positiven Werth von a. 
2. Gaufs hat in der schon erwAhnten Ahhandlnng Ober die hyper- 
geometrische Reihe fQr v/(a) die folgende Reihe gefunden: 
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Es mafs mithin fflr jeden positiven Wertb von a 



(3.) '^ ^. ^ \^'^'\'',., = 1" * 



sein. Bevor ich weiter gehe, will ich die Gleichheit dieser beiden Reihen 
direct beweisen. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir die allgemeinere Reihe 



Schliefsen wir den Fall ans, wo k eine ganze negative Zahl ist, so ist diese 
Reihe convergent für jeden Werth von Je und jeden positiven Werth von a. 
FOr k = geht sie in die Reihe 

< I 1 I 1:2 , 

a+1 ' (a+l)(a+2)" ((i+l)(a+2)(fl+3) ' "* 

l 

aber, deren Summe = — ist, so dafs also 

(5.) /'(0,«) = 4- 
Nnn folgt ans (4.) 

^'^'*'" ''''•" "'7p'*(a+l)(a+2)...(a+i+l)' 

mitbin 

* \^. ....... V -, 1.2.3...I 



0-stt)a*>''+^>-A*>«) = --^ 



o+iy^"'- I '' /v">-/ "'(a+l)(a+2)...(a+i+l) 

-(rco.«)-5iT) ~* 



a+l/ a(a+l) 



Man hat also die Relation 



(6.) «*-«) = S5!pj+^m,-+«), 

wodurch f(k,a'\'i) anf f{k,a) zurflckgefohrt wird, ausgenommen wenn 
k=^a'\'\ ist. Andererseits giebt diese Relation durch wiederholte Substi- 
tution, da fijkyä) mit wachsendem a gegen T^uil convergirt, fOr f(Jk,a) die 

Reihe 

/•(*,!!) = 

1 - , g^t+l , (a—hJ\^i)(a^h'\'2) , (g— t-|.l)(a^t-f.2)(ii— t-f3) 



»v»T-., (a+lj»(a+2) "r (a+l)(«+2)»(ii+3) "+" (a+l)(a+2)(a+3)'(a+4) + ***' 

welche abbricht, so oft k om eine ganse Zahl gröfser ist als a. 
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FQr Ar = l giebt diese Reihe 

und fflr A; = 

fiO^a) = — = a(a+l) +(a+l)(a+2) + (fl+2)(a+3) + *'*' 

eine Gleichung, deren Richtigkeit von selbst erhellt. Aus diesen beiden Reihen 
folgt nun 



i f(4 ^N I 1 _ g+l I g+2 , i»+3 , 

^A(.i.«;-t^ — a^ii+l) "T (fl+l)'(af 2) T (a+2)*(a+3) "♦" * " ^ 



oder 



1=00 



1 1.2.3...I '=f 1 






was zu beweisen war. 

3. Verweilen wir noch etwas bei der Reihe f{k, a). Dieselbe läfst 
sich auf folgende Weise zerlegen: 

X./JL ,.x \ I ^ i.2...i—i jfcv».* 1.2. ..1—1 



(1+A)(fl+1) « ;r, (a+1). .(fl+l+i-1) -^ i+* (a+l)...(a+l + i-l) 
T :^ 777T7T 7^317X77 '^.'^ 71 



(l+*)(a+l) ' fcri(«+l)...(a+l+i) ^ii+*+l («+l)---(«+l+0 

"= (1+A)((i+1) + T ~ ^ ~ ^/'(*+^ ' ^+*^- 
Es ist also 

(70 nk. «) = i - 1^1-^ - -^AHi, o+t). 

und aus dieser Relation und der Relation (6.) ergiebt sich 

(8.) {a-k)f{k,a) = ^^-kf{k^A,ä). 

Mittelst dieser Gleichung \si f{k-\-\^a) mf f{k,a) zuröckgeföhrt , oder um- 
gekehrt, ausgenommen wenn A: = oder k=:a ist. Ist also k eine ganze 
positive Zahl, so lAfst sich fik,a) auf ^(l,ii) zurOckffihren und hfingt mithin 
von tp'(a) ab. Eine Ähnliche Aenderung wie die, welche die Function f{k, ä) 
erleidet beim Uebergang von A; = auf A: = l, erleidet dieselbe auch beim 
Uebergang von Ap = fl-fl auf Ar = ii. Fflr A=a-|"l^ ^^^ Oberhaupt für 
k^=a'\-n, wo it eine ganze positive ^ahl, islf{k,a) eine rationale Function 
Yon a (nach Nr. 2), fflr A: = a hingegen hangt der Werlh von f{k,a) eben- 
falls von y/Xä) ab, wie aus einer bemerkenswerthen Transformalion milleist 
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der Relation (7.) hervorgebl. Da nämlich, wenn k nnd a wScbst, f{k,o] 
gegen Nail convergirt, so folgt ans dieser Relation 

^,. , _ 1 * J * /J !LtU h±l(JL-. 

f(Ä,a; — — — j^l'^^j jqilVa+l »+2*a+2 a+2V«+2 

— * kf ^ ■ I * "i I *<*+*> r * I -^— ") 

— T""V(*+T)(äp)'T'(o+l)V"r a+i M*+2)(«+2)^(«+2)V 

ft(Hl)(H2)/ 1 t < \ | ■_■■ 

(a+l)(a+2) V(&+3)(«+3) T (a+3)V T 

Hitbin fQr A; = a 

^ . 1 2a , 2a 2a , 

/;a,a; — ^ — ^^^^j, -f ^^^g)« (a-}-3)* + 



• • 



• • • 






oder auch 



Da nun 



« ' £=o(«+0 

V. (-1)' _ , v_i V_JL_ 



ist and ^;— r-rj =V''(«)i 80 wird 
(a+ ») ^ " 

Aus dem Vorhergebenden ergiebt sich also, dafs die Transcendente f{k,ä) 
als bekannt angesehen werden kann fOr jeden Werth von k und jeden posi- 
tiven Werth von a, wenn man sie fflr jeden Werth von k und a zwischen 
und 1 kennt; ferner dafs sie eine rationale Function von a wird, wenn 
Ar = oder wenn k um eine ganze Zahl gröfser als a ist ; hingegen auf die 

Function ? ^ = rp'ia) zurfickgefflhrt werden kann, wenn Ar eine ganze 

positive Zahl ist, so wie auch, wenn k=^a oder um eine ganze Zahl kleiner 
als a ist. 

4. Kehren wir nun zur Gleichung (2.) zurück. Die Reihe, durch 
welche dort rf/{a) dargestellt ist, ist zwar weniger einfach, als die von Gauf% 
gegebene, allein sie hat vor dieser den Vorzug, dafs sie bei zweimaliger In- 
tegration zu convergenten Reihen fährt. 

Zerlegen wir den Ausdruck -- — '[ "/ , . ■ in Fartialbräcbe nach be- 

kannten Formeln, so erhalten wir 
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1 



WO \i)i (ny ''' ^' '^' ^®° ersten, zweiten u. s. f. Binomialcoefficienten der 

t**" Potenz bezeichnet. 

Die Integralion der Gleichung (2.) giebt mithin 

V(ä) = 
2j:p[log«-(;)log(a+l) + (*)log(a + 2)-+....±log^^ 

Wir werden aber in Nr. 5 setien, dafs die Constante der Integration hier Null 
ist, and es wird mittiin 

a(a 



(11.) V(«) = log/7 






wo n das anendliche Prodnct anzeigt. Die einzelnen Glieder dieses Pro- 
ducts hangen auf sehr einfache Weise von einander ah; Nennen wir die 
Gröfse in der Klammer qi, so dafs 

(11'.) tpia) = log[^..^}.yJ.y}...], 
80 ist 



a+1 

nnd aligemein ist, wenn wir mit q'i das bezeichnen, was ^i wird, wenn man 
darin a-f-1 statt a setzt 

wie sich aus der belcannten Eigenschaft der Binomialcoefficienten, nach wel* 

5. Untersuchen wir umgekehrt die Convergenz des Ausdrucks für 
:^^(a). Vermöge der Relation (^)= (*~ ) + (*Ili) '"^^ ^^^ ^^° *=* ®^ 



a{a+2P... a{aj'2f±\a+2f ^ ^ 



• • • 



(«+i)(''(«+3)<''... («+l)(a+l)(''')(«+ä)''' 

('+4l)''''('+?T3)^''- 

('4)0+ ,-i^' '■'... 

Jounud Ar Mathematik Bd. LVII. Heh 3. 34 
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■ 

11 1 

Beieichnen wir nun zar Abkürzung die Gröfsen — , -tt« -^to^ *** ^^^ 

Reihe nach mit o^, or^, 029 ••• und bilden wir das System von Gleichungen 

r^-H^/ ||^=i+A, i^=,i+A, ... 






so sibd /9u9 /^n A? •••; Toi Yi^ ^29 •••; ^09 ^11 ^2^ ••• n. s. f. Reihen, 
deren Glieder respective aus /?0 9 ^09 ^'u u. s. w. hervorgehen, wenn man darin 
a nach und nach durch a-{-l, a-f ^9 u. s. w. ersetzt, und sfimmllich von der 
positiven Seite her gegen die Null convergiren. 
Nun folgt aus obigen Gleichungen 

Po— ^^„^ 9 /ü— ^^ß^ 9 <'o — q:^9 «• s- 1- 

und hieraus 

Ä = («ü — «i) — «1/^09 

yo = (/g;,— /9J— /3iyo = (ao— 2ai-j-a2) — («i/^ü — «2/?i) — Ayü9 

— (Ayo— An)— ri<^09 

0. 8. f. 

Die ersten Glieder dieser Ausdrflcke Fflr ß^^ ;^09 ^09 • •• sind nach Gleichung (10.) 

1 1.2 1.2.3 

"SkSW ' a(a+l){a+2) ' a(a+l)(a+2)(iH-3) ' ' ' " 



reihen sich, wie man sogleich sieht, die folgenden Glieder in abstei- 
gender Ordnung. So sind die zweiten Glieder aa/?o= ^ ^^ , und seine 

Differenzen, die dritten Glieder /^i^o = (l^jISp^^H^ "" («+<)(«+3)) ™* ^®'" 
Differenzen u. s. f. Es ergiebt sich mithin aus diesen Gleichungen , dafa di 
Gröfsen ßo^ }^o^ ^U9 • •• positiv sind und zwar 

Nan ist aber 

14-/9,,= —, I4.y„ = -., 14.<>„ = — , u. S. f. 
7» ¥s Vi 
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und also allgemein 



1 — 4 I , 1.2. ..(1-1) 

m ~ »" a(a+l)...(fl + i— 1)' 



wo e ein fichter positiver Brach ist. Es ist folglich auch log^."^^ numerisch 

1 1.2...(t— 1) 



1+1 a(fl+l)...(a+t— 1)' 

1 
woraus die Convergenz des Products 11 q^ fOr jeden positiven Werth von 

a erhellt. Zugleich ersieht man^ dafs qi <i 1 ist fflr jedes i von t = 1 an. 
Es Ififst sich nun auch leicht zeigen, dafs die Constante der Integration 
in der Gleichung (11.) fflr v^(a) Null ist, wie ich dort erwähnte. Es ist nfim- 

lieh nach dem Vorhergehenden J? log äK"*"* numerisch <C\2 , ,1/", , . — r. 

1 
oder nach (5.) <Ci*-— r* Fflr a=(X) convergirt also diese Summe gegen 

Null. Dasselbe ist aber auch der Fall mit V/(a) — loga^ wie wir in Nr. 1 
sahen. Folglich mufi; die Constante der Integration in (11.) Null sein. 

6. Integrirt man nun wiederum die Gleichung (ll.)? so erhfilt man auf 

der rechten Gleichungsseite nur Glieder der Form (*)[(Ä-fn)log(ö-f n)— ä]. 

Aber vermöge der Relation ^"•(D + rO^Ca)'^ — ••• = 0, welche fflr 
jede positive ganze Zahl t gilt, heben sich die Vielfachen von a auf fflr jedes 
i, aufser fflr t = 0, und man erhfilt 

log r(a) = \o%C'\-a\oga — a 
oder 

(120 r{a) = c.e-^n^ "• ^""^^ 





wo C die Constante der Integration ist. Bezeichnen wir die Glieder dieses 
Products, abgesehen vom Exponenten -rj-r^ "^It Ou? (?m u. s. f., so ist 

(12'.) r(a)=: Ce-^oMotol-^ 

und man hat 

Qo = ö% Vi = (a-fl)(«+*) 

and allgemein 

34* 
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^'^' ~ Wi' 

wenn wieder Qi das bezeichnet, was Qi wird, wenn man darin a-f 1 statt 
a setzt. 

Obiger Ausdruck FOr r(ä) ist ebenfalls convergent fflr jeden positiven 
Werth von a. Denn fafst man in Qi alle Factoren zusammen, welche a im 
Exponenten haben, so erhfilt man 



0. = F-^Tr^rT r 

L(«+lAi^(a+3)W...J \j 



(a+2) 



CtO 



(¥) 



• • • 



Ja+l)(fl+3) 

da aJlgön^©'** ^(/|) = *QlIl) '^t. Nennen wir den ersten Factor J,-, der. 

1 
zweiten Bi, so ist nach Nr. 5 logjj^ negativ und numerisch 

J 1.2.,.(t— 1) 

t+l*(a+l)(a+2)...(a+t— 1) ' 
1 
hingegen, von f = 2 an, logJBJ^ positiv und 

_i 1.2...(t— 2) 

•+l"(a+l)(a+2)...(a+t-l)" 

Die beiden Producte 

1 1 

/7Jp und 7TÄ;+^ 

sind mithin convergent und folglich auch dasProduct /7(^. Man wird zu- 
gleich bemerken, dafs Qi von i = 2 an immer >> 1 ist, während Qi natOrlich 
immer <I 1 ist. 

Um nun die Constante der Integration C in Gleichung (12.) zu be- 



stimmen, lassen wir a gegen oo convergiren, so convergirt log 770!"^^ gegen 
Null, also ilö)"*"* gegen die Einheit; 0i = ; r^* . . convergirt gegen 

— und es wird sodann 
ea 

(13.) m = c*-«-(±)* = c^ 

oder auch, wenn man a-f 1 an die Stelle von a setzt. 



(13'.) r(a+l) = c(-2.)' 



« 
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Mittelst dieser Gleichaog und der Formel von JVallh ist es nun leicht die 
Constanle C zu bestimmen. Denn bekanntlich ergiebt sich unmittelbar aus 
dem Integral, das r(a) darstellt, die Gleichung /"(a-fl) = ar(a), und wir 
werden später (Nr. 8) sehen, dafs diese Eigenschaft der Function F auch leicht 
aus Gleichung (12.) geschlossen werden kann. Aus dieser Eigenschaft folgt, 
wenn x eine ganze Zahl ist, r{X'{-i)=^i.2.S/..x und mithin, wenn x 

gegen Unendlich convergirt, 1.2.3...a?=0(— ) . Die Formel von JVallh 

n^ .. 2.2.4. 4.. .(2x— 2) 2x 

2 ~ "™'1.3.3.5...(2jr— l)(2x— 1) 

giebt folglich, wenn man bemerkt, dafs 

1.2. 3. ..2a: = 2M.2.3..,a?.1.3.5...(2j? — 1) 
ist, 

IL — V J_ (1.2.3...jr.2^)* _ C^ 
2 ~ ""^- 2jr (1.2.3. ..2a:)« ~ 4^ ' 

woraus 



(14.) C = ^ne 
sich ergiebt. 

7. Wie aus der Reihe -S'-m — , i ' '"/ , ., fflr Ar=l sich die 

unendlichen Producte fOr e^^''^ und r{a) ergaben, ebenso erhalt man für A=0 
den Werlh anderer ähnlicher Producte. Es wird nämlich fflr A: = 

(.10.; - To(o+l)...(o+i) ~ ?■' 

da diese Reihe mit der Reihe (5.) zusammenfällt, wenn man letzlere mit — 
multiplicirt. Die Integration dieser Gleichung giebt 

oder 



(16.) 



[ a{aj-2P... "J7 
(a+l)('»\«+3/3^..J 



Dieses Prodnct ist nach Nr. 5 ebenfalls convergent für jedes positive a. Die 
Constante der Integration ist Null, indem fOr a = oo beide Seiten der Glei- 
chung (16.) gegen die Einheit convergiren. Führt man die Gröfsen q; ein, 
so ist 

(16'.) «■• = y..y}.y!.y} 



• • • 
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und dieses Product unterscheidet sich nar durch die Exponenten -:- von dem 

Product in (11'.), welches «^C' darstellt. 

Geht man unmittelbar von der Reihe (5.) ans, so erhilt man anf 
gleiche Weise 



(17.) 






oder auch 

wo q'i wie froher das bezeichnet, was qi wird, wenn man darin a-f ^ ^^'^ ' 
setzt, und auch dieses Product ist nach Nr. 5 convergent FOr jedes positive a, 

j 2 i i 

indem logflr; numerisch <C , . jw' Tov — / , »x - ist. 

®^ (a+l)(a+2)...(a+i) 

Von der Reihe (5.) ififst sich der Rest angeben. Bricht man dieselbe 

1 2 3 fi 
vor dem n**'" Giiede ab, so ist derselbe , i . * ', ''/ , . v » Hieraus er^ 

giebt sieb die allgemeinere Gleichung 

^ ^^ rS — n^\ — it W) FT"' 



. • . 



welche die Gleichung (17.) als speciellen Fall in sich schliefst. 

Mit Hflife der Gleichung (16.) in Verbindung mit dem, was in Nr. 5 
gesa|;t ist, lassen sich nun leicht Grenzen fQr den Fehler angeben, den aian 
begeht, wenn man die bisher gegebenen Producte bei irgend einem Giiede 
abbricht. Ich will aber hierbei nicht verweilen und nur noch bemerken, dafa 
man die Zahl e auch durch die Gröfsen Q darstellen kann. Die Gleichung (17.) 
nämlich Ififjst sich auch so schreiben 



'«L(.+a)'(y(»+4,'(i)...J • 



und wenn mon mit dieser Gleichung die Gleichung (16.) dividirt, Qachd«ni 
man letztere in die a** Potenz erhoben hat, so kommt 

, 2)(j)(«+») 



(19.) - = anl ^ 



... 



•+'\«+3)(»)f"-^'\ 



oder 




~ = «(?.(?ie!c?t. .. 
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Wie die beidea ersten Glieder des Frodacis m (12.) för grofse Werlbe von 

a den Nftherungswerth ^(— ) für l\a-\-\) liefern, indem dasProduct der 

folgenden Factoren gegen die Einheit convergirt, ebenso geben die ersten 
Factoren der Froducle in (16.) und (19.) den bekannten Grenzausdrnck 

Tl-j — j fflr €} und zwar giebt die erstere Gleichung Ä = ^^^i-^==^1-| — ) 

' ) 5= f 1 -[ — 1 zu grofs, wie man aus der 

Natur der folgenden Factoren ersieht. 

8. Mittelst der Formeln der vorhergehenden Nr. ist es nun leicht 
die Producte in (11.) nnd (12.) umzuformen und daraus die Craii/Jrscben For- 
meln abzuleiten. 

Es war 






und Gleichung (19.) lafst sich schreiben 

m 

1 






Die DWision der ersten Gleicbnng durch die zwMte giebt anmiltelbar 

•• tssO 

wenn man wie früher mit (K das bezeichnet, was Qi wird, wenn man a-f 1 
statt a setzt und bemerkt, dafs ft+i = w «'• Setzt man fflr Ce"^''+*>770J^ 
feinen Werth r(a-fl)) so giebt die letzte Gleichung die Fundamentalrelation 

Setzt man nun 

und dividirt die letzte Gleichung mit dieser, so erhfiU man 

C 

wo Qi das bedeutet, was Qfi wird, wenn man a-f-1 statt a setzt, oder das, 
was Qi wird, wenn a-f 3 statt a gesetzt wird. So fortschreitend erhfilt man 
nach n Transformationen 



A«) = :^^^^"^'' ^ Q^r' 



r(d\ =s ^ ^«+") no^"^^ s= -rcg+w) 

* W — a(o4-l)...(a-j-»— 1) * o(c+l)...(a+»— 1) 
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LSfst man n gegen Unendlich convergiren und setzt fär jr(a-f n) seinen 
Grenzwerth nach (13.) = C ^^^^^ — = C ^* „^^ , so wird 



'«-^ ~^n yt* 



und diese Gleichung dividirt mit dem entsprechenden Ausdruck fOr I\i) giebt 
die Formel von Gaufs 

^(''^ = '"°- a(a+l)(«+2)...(«+n^ - 

Auf gleiche Weise Isfst sich die Formel ffir ^'C^') mülelst Gleichung (16.) 
umrormen. Man bat nämlich 



v(«i) = iog/7"^;. 



1 



c=U 



• und nach Gleichung (16.) 



* logFy'f;. 



Die beiden Gleichungen von einander abgezogen geben 

1 






issO 



wenn ^^ die ihm früher beigelegte Bedeutung hat und folglich y;^|=:-^ ist 
Nach n Transformationen hat man 

V(«) + T + ^T + - + M^ == loggyr«*^ = V(«+«). 

Fflr n == cc reducirt sich das Product auf sein erstes Glied ^^"^^a-f n and 
die vorstehende Gleichung verwandelt sich in die von Gaufs gegebene Formel 

V(«) = Iim.(log(«4-«)-|-^ 7+^)- 

9. Die hier betrachteten Producte lassen noch eine andere Trans- 
formation zu, welche die Exponenten der einzelnen Glieder Ändert und die 
Producte etwas schneller convergirend macht. Denn da 

r(«) = C«-« a« n(f^ und — = anQj, 

so erhält man durch Division beider Gleichungen 

(20.) r{a) = Ctf-^^+^^a^-^Ä^O.^. 

1=1 * 
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Setzt man in dieser Gleicbnng n-fl statt a, also auch (^* statt Q nnd dividirt 
mit der so erhaltenen Gleichnng die Gleichung (20.)9 so wird 

- = (-TtT ^Ö# oder e = C^'nQ^, 
und die Verbindung dieser Gleichung mit Gleichung (20.) giebt 

(21 .) r(a) = C^i-^'^S^:^^^ F(?jjf5(775)^ 

Man siebt, wie man so weiter fortschreiten und r{a) durch ein Pro- 
duct darstellen könnte, in welchem die Glieder Exponenten von der Form 

... . 4> — ,. . \ naDen. 

Dieselbe Transformation läfst sich auch auf die Producle in (11.) 

and (16.) anwenden, welche e^^°^ und e *" darstellen. 

10. Es bleibt nun noch zu zeigen, wie aus dem für r{a) gefundenen 

Ausdruck sich \ogI\a) in eine Reihe nach Potenzen von — entwickeln läfst. 
Ersetzen Wir in der aus Gleichung (12.) fflr logjr(a) sich ergebenden 
Reibe allgemein log(ii-f-n} durch loga-f '^sOH^')) ^^ erhalt man 

logr(a) 

= logC+flloga--a+F^[a- (;>+l)+(J)(^^^ 
Nun ist aber fOr jedes i, von t = 1 an, 

(••) i-(i)+a)-(3)+-±(!)=« 

und ferner, wenn m eine ganze positive Zahl bezeichnet, 

(b.) (;)l'"-(J)2- + (J)3--...±i'" = 0, 

80 oft i>m ist. Vermöge dieser Gleichungen reducirt sich die erste Summe 
auf das Glied, 4as t=l entspricht, und dieses auf — ^loga. 
Die zweite Summe zerlegt sich in 

-^ifi[-(!)"«0+l)+Q'««0+-|)-+>-] 

+^7tt[-(I)i'»«('+t)+Q»'»«0+|)-+-]- 

JMunid fttr Mathematik Bd. LVIL Haft 8. 35 
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Entwickelt man nun die einzelneD Logarithmen in Reilien nach Potenzen von 
— , wobei freilich die ConTergenz verloren geht, so wird mit Berflcksichtignng 
der Relation (b.) die erste dieser Summen 

--*+"i;OT=T7TT[-(;)'"'+a)«--a)3-+--] 

und (H^ zweite 

=I'^T7^[-(;)«-+o«"'-(3)3-+--]' 

Fassen wir dies Alles zusammen und bemerken zugleich, dafs 



logC = log/271^ = log ]/27r -f i^ 
ist, so kommt 



(22.) logr(a) = log|/2n+(«-i)log«-«+£ 4^5^"^' 
wo , 

gesetzt ist. 

Vergleicht man diese Entwicklung mit der Stirlinffschen Formel für 
log(1.2.3...a), so sieht man erstens, dafs E^^O sein mufs, so oft m eine 
gerade Zahl ist. Bezeichnen wir ferner mit fix, ^39 ^69 • • • ^2m-i die 
1'*% 2*% 3*% ... m'^ Bernqtitlische Zahl, so mufs £?^ = (-l)*^"+'^Äm sein, 
wenn«m eine ungerade Zahl ist. 

11. Andere, wie ich glaube, neue Relationen und independente Aus- 
drücke für die Bernoutlischen Zahlen erhslt man durch die Entwicklung von 
logjr(a) aus den in Nr. 9 gegebenen Formeln. So findet man, dafs die 
Summen 

f '4t Kl) '■*'- Oä-^'+Os"' -+•••]' 

|<<Äi[Ct')<-'-(T)ä"'+CtV'-+"-]+'--*. 

T.-.4m w, K't') '■" - et')»- + et') «- - +-] 
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u. a. m. säminllich =0 sind, wenn m gerade, and 

= (— l)*^'"^*^^^, wenn m ungerade, 
DJese Relationen lassen sich noeh etwas einfacher ausdrflcken. Setzen wir 

l"-(j)2'« + (j)3'"- + ... + (f-f ir = ZVf'^ 

eine Gröfse, welche vermöge der Relation (b.) auch =0 ist, wenn i>m, 
so lassen sich obige Relationen auch anf folgende Art schreiben 

faa 1+1 «-» 

n»m-i 1 f s=0, wenn m gerade, 

^ *:^2V("J + «i-l I =(-l)«'"+''Ä«> wenn m on- 

Ans der Verbindung dieser Formeln folgt sodann, dafs fQr jede ganze Zahl m 

tsm-fl 

S A^c-) ^ 0, 



fei » ' 



fei 

fem— 1 



S i^JV^"' = 1-4- «1.2"'"*— 2* 

u. a. dgl. Die hier gegebenen Ausdrücke fflr die B^rnoti/Ztschen Zahlen 
sind fflr die Berechnung derselben weniger bequem als die von Laplace und 
Seherk aufgestellten; sie scheinen mir aber insofern bemerkeaswerth, als sie 
mittelst der Gröfse N^'^^ zusammengesetzt sind, welche in der Analyse sich 

öfter darbietet. 

12. Was den Rest der semiconvergenten Reihe in (22.) betriff), so 
möchte aus der Entwicklung in Nr. 10 nicht leicht ein einfacher Ausdruck ffir 
denselben zu ermitteln sein. Herr Lipschitz gab in der im Eingang erwähn- 
ten Abhandlung den genauen Rest der Reihe, wenn man dieselbe nach dem 

Gliede (- 1 y^ . ^^"■^, * abbricht, in der Form 

^ ' (2» — 1)2» ft^'^^ ' 

/ 4\nt M)''-2 P*^ f'e^ *j_ 

35» 
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Ich gelangte schoD vor langer Zeit auf anderem Wege zu der einfacheren Form 

(23.) i.. = ^/-!£iaj=gm^a,, 

ü * 

■ 

welche sich übrigens auch sogleich aas der von Herrn LipscAUz gegebeneo 
Form herleiten lälst. Es reicht hin in derselben 2nJx an die Stelle von y 
zu setzen, wodurch die Ausführung der Summation ermöglicht wird. Der Rest 

jB„ ist, wie üerr Lipechitz schon bemerkte, kleiner als ,« , j wo' i ox :srn' 

Dies Iftfst sich auch leicht aus der Form (23.) des Restes« nachweisen. Ist 
nämlich n eine ganze Zahl, so ist 



/ 






folglich 



Zweimalige theilweise Integration aber giebt 

s/ * e-^x^'» dx = i5!i?2ziüy * e'^ x^-^ dx, 



und hierdurch geht die letzte Gleichung in folgende über 
oder . 

• 

und folglich auch 

(24.) -iy*log(l-i^-'^'^)a?^''Öa? ==- ^''"^" * 






^ (2/1+1) (2»+2) a^^+i 

Dieses Integral ist aber offenbar gröfser als das in (23.), welches den 
numerischen Werth des Restes darstellte 

München, im Juli 1859. 
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Demonstration d^un theoreme de Jacohi par rapport 

au Probleme de Pfaff. 

(Par M. A. Cayley.) 



Llans le memoire de Jacohi „Theoria novi multiplicaloris etc.'* 
(t. XXIX de ce Journal , 1845) on troave p. 253 le passage que voici: 
„Hetbodum ad solveadam probiema Pfaffianum ab ipso auctore adhibitam, 
data occasione observo per plures et altiores procedere integratioDes quam 
methodus vera et genüina poscat. Quam novam methodum pro exemplo sim* 
plice explicabo. Ad aequationem differentialem 

per duas aequationes integrandam poscit Pfaffiana methodus . . . integralionem 
completam systematis triam aequationum differentiaKum primi ordinis inter 
qnatuor variabiles ac deinde unius aequaiionis differentialis primi ordinis inter 
duas variabiles. Iliius igitur systematis Integrali uno invento, secundum illam 
methodum restat integratio completa duarum aequationum differentialium primi 
ordinis inter tres variabiles sive unius aequationis differentialis secundi ordinis 
inter duas variabiles ac deinde aeqnationis differentialis primi ordinis inter 
duas variabiles, At observo si integrali illo invento exprimatur x« per 
^19 ^2 9 ^39 aequationem differentialem propositam ablre in allam linearem 
primi ordinis inter tres variabiles conditioni integrahilitatis satisfacientem ; 
cujus integralionem vidimus (voirp. 246) absolvi posse per integrationes 
separalas duarum aequationum differentialium primi ordinis inter duas variabiles. 
Unde in locum aequationis differentialis secundi ordinis, tanlum integrandae 
sunt duae aequationes differentiales separatab primi ordinis, quae est reductio 
maxime insignis; integrationi antem aequationis differentialis primi ordinis 
postremo praestandae omnino snpersedetur. Tractatio hujus rei gravissimae 
completa ac generalis alii commentationi reservanda est/* Le theoreme dont 
n-s*agit est enonci dans les mots ^conditioni integra|)ilitatis satisfacientem*^ 
mais j*ai cit6 le passage en entier pour montrer Timportance qu*a hon droit 
Jacobi attacbait a la theorie dont ce theoreme fait partie. On sait que le 
Probleme de la Solution d*une equation a diff^rences partielles du premier 
ordre n*est qu*ua cas particulier du probleme de Pfa/f et que la Solution des 
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equations differentielles de la Dynamique et celle d'aalres syslemes est in- 
limeineDt liee avec la questiDo de la Solution de ce cas particulier: le pro- 
bleme de Pfaff est ainsi de la plus haute importance dans Tanalyse. Jacohi 
a parle aulre part d'un memoire sur la mecanique analytique dont il s>st 
beaucoup occupe, lequel aurait naturellement des rapports avec celui-la; 
malheureusement ni Tun ni Tautre de ces memoires n^ont paru. 

Pour demontrer le theoreme, coosiderons Texpression differentielle 

En supposant que a=^ip{Xi^X2^ x^^x^ soit uue integrale des equations dif- 
ferentielles de Pfa/f, si au moyen de cette ^quation on exprime ^^ en fonction 

de (ar, , ^2 , 0^3 , fl) Pexpression V prendra la forme 

V, = Y,dx,-\^Y2dx2'\^Yzdx^^Ada 

et il s'agit de faire voir que Tequation 

FjirfXi-f F2rf^2+ Y^dx^ = 

ä laquelle Vx=:0 se reduit, lorsqu*on fait a = Constante, sera intdgrable ao 
moyen d'un facteur, ou autrement dit, que Pexpression Fj rfxj-j- Fj rfjtrj-j- K, itej 
ser0 de la forme üdu, c. ä d. qu'il existe une quanlite u fonction de 
xr,, J72 9 ^3 9 O) teile qu'en traitant ä comme une constante on a 

Y,dx,'\-Yr,dx2-\-Y^dx, = üdu. 

11» 
Ainsi dans cette formule du d^note -^ rfa^i -f -^ rfa?2 -f -j^ if jp, , et si Ton 

veut regarder a comme variable il faudrait y ecnre du — ^j^da au lien de 
du; on. aurait ainsi Vi= lj{du — ^da)\Ada, ou en changeant la signi- 

fication de A, ^ =^X^dx^\X2dx2\X^dx^\X^dXi^=^lJdu\Ada, oä ii, a 
et de meme TJ, A, seront des fonctions donnees de x^^ ar,, ar,, a?4; c'esl 
en effet la forme a laquelle dans le prohleme de Pfaff il s'agU de ridaire 
Texpression differentielle V. 

Or les equations differentielies de Pfaff sont le syäleme qae voici, 
savoif en ecrivant 

■ 

12 = Hl_Ä, etc. 

ce qni implique 12 = — 21, 11 = 0, etc., et en introduisant la variable 
aoxiliaire t, qni doit 6tre dllminee, le Systeme est 
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= Xidxi-\- Xtdx2-{- X3dw3-\- Xtdxt 
X,dl = • i2dx2-i-iSdXi-{-Udxt 
Xtdt = 2idxi * -f 23AFj4-24rfaf4 
Xidt = 31 <fcF, + 32 dx2 * -f- 34 rfa?, 
X^dt = 41<lar,-f 42/fcr, + 43<fa'3 * 
leqael ne oonüeot qae quatre ^quations iid^pendentes. On donne k ce Systeme 
noe forme plus symetriqne en ecrivant Xa au Heu de t, et en y meltant de plus 

JTi = Ol = —10 etc. 
les equations deviennent par ce moyen 

0= • 01<tex-)-02<lx,-f 03rfa:j-|-04rfx4 
= 10<teo • -fl2AF, + 13rfa?,-i-14rfiP4 
= 2Örfru-f21<far, * -f 23 rfx, -j- 24 rfa?« 
= 30rfjru-j-3I</a?j-}-32rfxi • -f 34rfr4 
= 40</a?„4-41rfx,-f-42rfarj-}-43rfx, • 

et OD deduit delä 

dxoidxi-.dxi-.dxi'.dxt = 1234:2340:3401:4012:0123 

Ott 1234 etc. sont les fonctions de Jacobi que j'ai nommees „Pfaffien»" 
savoir on a 

1234 = 12.34 + 13.42 + 14.23 

2340 = 23.40 + 24.03 + 20.34= • - J:,34- Ji:,42- Ji:423 

3401 = 34.01 + 30.14 + 31.40= X,34 • +Ji:,4I + X4l3 

4012 = 40.12 + 41.20 + 42.01 = -Jr,24 — ^41 • — Jr4l2 

0123 = 01.23+02.31+03.12 = ^^23 + ^^^31 + Jrjl2 • 

Celte transformation se tronve ea effet dans le memoire de Jacobi „Ueber 
die P/htjfsche Methode etc." (t. U de ce Journal p. 347 et suivaotes, 1827), 
oü cependant Jacobi ne s'est pas servi de Talgorithme Xx = 01 = — 10 etc. 
au moven duquel la forme de la Solution devient si simple. 

Faisons attention ä präsent a ce que reqnation 

a = <p(Xi,X2^Xi,x^) 

est supposee dtre une integrale des Equations differentielles. On. en deduit 
d*abord ±t^=fQüe.(Xi^XifXi,a) et de \ä en traitant a comme eonstante 
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efoatioo qni doit Mre Mtisfaite ptr lei Talem qi*oii Tieat it \nmwm 
dxi'.ixtiiJTiidx^^ et qei par conse^e&l doiuie: 

= 0123—^2340-^3401-^4012. 

mx^ er, djr, 

Ed y iobstituat poor 0123 etc. leors yaleors, aodifiees en sorte fse levs Ics 
temef devieBoeBt positifs (ee qei se fait ä Taide des relatioBs 12 s= — 21ric) 
OB troBTe 

^( • Z,84+j;42-r^23) 
+ ^(j!:.24 + i;41 • +X,12) 

+ (i:,32+i;i3+Z32i • ) 

eqaalioB aox diff^rences partielles i laqoelle satisfait la variable x«, lorsqh^BB 
moyeB de T^oation a=^(p{Xi^ x^^ x,, x^) (qni est one integrale des eqvalioM 
diff^reotielles de Pfoff^) eile est donnie en fonction de X|, x,, i*,. Nobs 
allons voir que c^est cette demiere eqnation, dans laqnelle est contesB le 
thioreme dont la dimonatration fall Tobjet de cette note. En effet Tex- 
pression differentielle 

V SS Xiixi'\' Xiix^'\' X^ix%'\' X^ix^ 
ayant M tranaformie en 

par la Substitution de a an lien de x«, il s'en snit qn'on a les relationa: 

la variable x« conlenue dana les quantitis X^^ X^^ X^^ Xl^ doit ötre rem- 
placöe par son expression en fonclion At Xi^ x^^ x^^ a. 
Cela posö, la condition ponr que T^uätion 

Y,dx,^ r.dx^i- Y,dx, = 
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soit .integrable par un facteur etant designee par 

Z = 0, 

on sait qne 

Mais d*apres les relations que Ton vient d'^tablir on a 

d¥^ rfyT, I dJC^ dx^ I f dX^ ■ dX^ dx^ \dx^ | y d^s^ 

dx^ rfx, "^ dx^ dx^ ^\dx^^ dx^ rfx, / dx^ * dx^ dx^ ' 

rfx, rfx, * rfx^ rfx, "^ ^ rfx, *^ dx^ dx^ J rfXj *" ^^ dx^ c/x, ^ 

d^oü Ton tire 

^-^ = 23+24^+43^ 
el on frouve de mdtne 

^-^ = 314.34^+41^ 

rfx, ax, * ax, ^ ax, 

^-^ = 124-14^+42^ 
dx^ aX| ' aXf * dx^ 

donc en ajontant ces eqnations apres les avoir mnhipliees par X^^X^^^^ 

X^^X^Y^^ Xj-f-Xi^^, les termes qui contiennent les prodnits jr*- j-*- ^ öt<^- 
se ditruisent, et Ton obtient reqnation finale 

^( * X,34+X,42-f JE;23) 

+ gi(Z,24 + r,41 • +Ä,12) 
+ (X,32 + JK;13+JI;21 ♦ ) 

dont la seconde partie s^evanonit comme il a ^le demontr^ ci-dessus. Par 
conseqnent la condition dintegrabilite Zs=0 se troave remplie, ce qa'il 
s^agissait de prouver. 

Londres, 3 septembre 185d^ 
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lieber den Grad der abwickelbaren FlÄche, die einer 
FIftehe ni^ Ordnung doppelt umschrieben ist. 

(Von Herrn Joh. Nik. Bisckoff in München.) 



JCis seien 

(1.) /•=/:-(^/:-i+*Y«.-H--+*Yo=o, 

die Gleichungen zweier Flächen m^^" und n'^" Ordnung. 

Läfst man längs des Durchschnittes von (1.) und (2.) eine Beröhr- 
ebene der ersten Fläche hingleiten, so \yird eine abwickelbare Fläche er- 
zeugt, deren Gleichung das Ergebnifs der Elimination von x, y, z aus (1.)^ 
(2.) und den Gleichungen: 

:^f :^^ ^-f 

= 0, 



Sf , ydf.df 



ist. Setzt man etwa ^=:r, = 0^ eliminirt aus den beiden letzten Gleichungen 
das Verbältnifs von ^ zu a und bezeichnet die DifTcrentiationen nach den 
4 Veränderlichen durch Indices, die den Buchstaben f, <p angehängt werden., 
so ergiebt sich 

'Pi <fi fPi 

= /; /; 

m/i3 /3/14 M/M hfi^ f*n^ — hh* 

f 

oder unter Anwendung des bekannten Theorems der homogenen Functionen 
und mit Berücksichtigung der Gleichungen /"^O, cp=iO: 
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Man schliefst hieraus, dafs die Ordnung der abwickelbaren Fläche 

die »iii(3m-j-ii — 6/* ist. 

Da der abwickelbaren Fläche im Allgemeinen keine Wendungsbertlhrebene 
zukommen kann, weil sonst eine BerQhrebene der Fläche (1.) zugleich 
KrQmmungsebeae des Durchschnittes von (1.) und (2.) sein mäfste, so folgt, 
dafs, wenn ß die Ordnung, k die Klasse der abwickelbaren Fläch'e, d und r 
die Ordnungen ihrer Doppellinie und Rflckkehrcurve bedeuten, man die Be- 
ziehungen hat: 

y = mn (3iii -|- n — 6), 

k = mfi(f/i— 1), 

d = ^m'n'(3m4-n — 6f — f?iii(5»-fllm — 26), 

r = 3mn (2m -f 11 — 5). 

Die Herren Salmon und Schläfii haben ersterer in den Trans- 
actions of the Irish Academy vol. 23, p. 464 etc. , letzterer im Quarterty 
Journal of Malhematics vol. I, p. 64 und 65 als Ort derjenigen Funkte einer 
Fläche m*''' Ordnung, deren Berührebenen letztere mit ROckkehrpunkt schnei« 
den, eine Curve R von der Ordnung r = 4f7i(m — 2) gefunden und als Oi*t 
derjenigen Punkte, deren Beröhrebenenschnitt zwei Doppelpunkte zukommen, 
eine Curve /> von der Ordnung 3 = iw(iii — 2){m^ — m'-f ^r* 12). 

Dio Beruhrebenen der Fläche (1.) längs der Curve R umhQllen eine 
abwickelbare Fläche JA, von welcher (1.) osculirt wird. Nach dem Vorher- 
gehenden ist der Grad von 9t: 2Qm(fn — 2f. Dieser Grad kann sich nur 
dann erniedrigen, wenn IfUigs der Curve R zwei auf einander folgende Be- 
rOhrebenen von (1.) zusammenfallen oder wenn eine BerQhrebene von (1.) 
zugleich Krflmmungsebene von jR wird. Nach Herrn Sabnons Bestimmung 
'ist der Grad von 91: 

X = 2m(iw — 2)(3m — 4). 

Daher t = 28w(m — 2)'— 2m(f/i — 2)(3m — 4) = 2iw(iw — 2)(ll»i — 24) die' 
Anzahl der Berührebenen % von (1.), die zugleich Krflmmungsebenen von 
jR sind. Die nämliche Anzahl giebt auch Herr Salmon auf directem Wege. 
Lafst man eine Beruhrehene der Fläche (1.) längs der Curve D hingleiten, 
so wird die der Fläche (1.) doppelt umschriebene abwickelbare Fläche ® 
erzeugt. Man erhält für ihren doppelten Grad nach dem Vorigen: 
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Soll sieb dieser Grad erniedrigen, so kann es nur dadurch geschehen, dafs 
Ifings der Curve D auf einander folgende Berährebenen von (1.) zasammen- 
fallen oder dafs Berflhrebenen von (1.) zugleich KrOromungsebeaen von D 
w^erden. Die BerAhrungspunkte solcher Ebenen gehören aber nothwendig den 
Cnrven D und R zugleich an, also ist ihre Anzahl 4m(m— 2y(m^— mH^— 12). 
Diese Anzahl zerfftllt nach Herrn Salmon 1) in die Anzahl 

t = 2m(f/i — 2)(llm — 24) 

derjenigen Punkte, in welchen D von R berOlirt wird, oder deren Berähr- 
ebenen X gemeinscliaftliche Krümmungsebenen von D und JR sind und die 
Fläche (1.) in vier auf. einander folgenden Punkten berfibren, und 2) in die 
Anzabl (= 4iii(iii — 2)(in — 3)(iw*-f 3m — 16) derjenigen Punkte, in welchen 
D von R einfach geschnitten wird, oder deren BerOhrebenen T blos KrQm- 
mungsebenea von D sind^ also die Flfiche (1.) in drei aufeinanderfolgenden 
Punkten der Curve D lerOhren. Durch jede Berährebene % ynvA der dop- 
pelte Grad von 2) um 6 und durch jede BerOhrebene T um 3 Einbetten er- 
niedrigt Daher ist der Grad voa X): 

b = iiii(iw — 2)\m-.3)(m*-f2m-f 7)(iw* — m*-j-m— 12). 

Mönchen, 1859. 
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Zur Theorie der ElastieitAt. 

(Von Herrn C. Neumann zu Halle.) 



Kab existiren bekannüicb zwei Methoden, um die für das Gleichge- 
wicht und die Bewegung eines elastischen Körpers geltenden Differential- 
Gleichungen abzuleiten, von denen die eine von Naeier, die andere von 
Poisaon herrQbrt. Die erste geht von der Berechnung der JKra/]f aus, welche 
ein einzelnes MolecOl des Körpers von allen äbrigen Molecülen empfangt, die 
zweite von der Berechnung des Druckes, welchen ein Flächen - Element im 
Innern des Körpers erleidet« Im vorliegenden Aufsätze gebe ich eine dritte 
Methode zur Ableitung dieser Gleichungen ; ich bestimme zuerst das Potential 
der auf ein einzelnes MolecOl von allen flbrigen Molecfllen ausgeOblen Wirkung ; 
erhalte daraus für das Potential aller, im ganzen Körper stattfindenden, Ho- 
lecular- Wirkungen zusammengenommen ein dreifaches. Ober den Raum des 
Körpers ausgedehntes, Integra)* u^d gelange dann durch Variation dieses 
Integrals — in ähnlicher Weise also wie Gaufe in der Theorie der Capil- 
larität — zu den Bedingungs - Gleichungen, welche erfOUt sein mOssen, wenn 
sich der elastische Körper unter der Einwirkung äufserer Kräfte im Gleich- 
gewicht befinden soll. 

Die Form^ in welcher sich diese Gleichungen hier darstellen, bietet 
fOr ihre Transformation auf irgend ein orthogonales Flächen - System wesent- 
liche Vortheile; und reducirt (wie ich im zweiten Abschnitte des vorliegenden 
Aufsatzes darlege) die mOhsame, von Lame zu diesem Zwecke dorchgefohrte, 
Rechnung*) zum grofsen Theil auf einfache und Obersichlliche Operationen. 

Auf dem hier eingeschlagenen Wege bin ich, wie beiläufig bemerkt 
werden mag, auch zur Transformation der in Rede stehenden Differential - 
Gleichungen auf ein beliebiges aitortbogonales Flächen - System gelangt; theile 
aber gegenwärtig von dieser Untersuchung nur denjenigen Abschnitt mit, 
welcher sich der Transformation auf ein orthogonales Flächen-System unmittel- 
bar anschliefst. 



*) Journal de Math. p. p. lAOuuOk. T. V. F. 313— T. VI. P. 37. 
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firster Absehnltt. 

Es wird sich um das Gleichgewicht eines Systems handeln, welches 
aus flnfserst vielen, unter einander gleichen MolecOlen m, m!, m" . .. besteht. 
Das Potential der Wirkung, welche swei derselben m, m', wfihrend des Ab- 
standes ^R, aufeinander ansflben, sei =uim'<p{R); nnd <p{R) eine Function, 
deren Werthe nur dann merklich sind, wenn R zwischen Null und einer sehr 
kleinen Gröfse (f^ liegt; so dafs demnach die gegenseitige Einwirkung der 
beiden Holecflle fast vollständig aufhört, sobald ihre Entfernung gröfser als ff 
geworden ist. Dieses System von Molecfllen wird in zwei verschiedenen Lagen 
betrachtet werden, nfimlich, wie ich dieselben nennen werde, einerseits in seiner 
uraprün^fliehen oder primitiven, andererseits in seiner neuen Lage. 

Wahrend der primitiven Lage sollen die MoIecOle gleichförmig und 
ohne Bevorzugung irgend welcher Richlungen durch den Raum hin vertheilt 
gewesen sein. Ob damals Gleichgewicht herrschte, oder ob es Sufserer 
KrAfke bedurft httte, um die Molecflie während jener Lage festzuhalten, mag 
dahin gestellt bleiben. Die damals vorhandene constante Dichtigkeit soll mit 
g bezeichnet werden. 

Ans der hierdurch definirten primitiven Lage soll die neue Lage des 
Systems nach Mafsgabe dreier Functionen u, v^ w der Argumente x, y, z 
in der Art abgeleitet sein, dafs irgend ein MolecAl, welches ursprflnglich die 
Coordinaten x, y, z hatte, bei dieser neuen Lage des Systems die Coordinalen 
X -{ u {X, y, z), y-f r(x,y,ar), Z'\-w{x,y,z) besitzt. 

Zugleich bemerke icb^ dafs ich den Raum, welchen die Molecttle wäh- 
rend ihrer ursprflnglichen Lage erfflllt haben, und die Grenzfläche dieses 
Raumes respective den ^Raum O** und die ^Fläche O** nennen; ferner, dafs 
ich in analoger Weise die Ausdrflcke ^Raum 12** und ^Fläche i2** fflr die 
neue Lage des Systems gebrauchen werde; endlich, dafs ich die neuen Coor- 
dinaten der Molecflie mit S, V^ ^ bezeichnen werde; während, wie bereits 
geschehen, x, y, z die ursprflnglichen Coordinaten derselben genannt wer- 
den sollen. 

Die Aufgabe, um welche es sich handelt, ist nun folgende: (p^ q, v, v^ u> 
sind gegeben, demnach sowohl die vonMoIecfll zu Holecfll wirkenden Kräfke 
als auch die oben erwähnten beiden Anordnungen des Systems bekannt. Er- 
mittelt sollen werden die äufsern Kräfte, welche erforderlich sind, um das 
System während seiner neuen Lage im Gleidigewicht zu halten. 
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s. 1. 

Das Potential der Molecular- Kräfte. 
Es seien m, m' irgend zwei MoIecQle des Systems, x, y, z und x-\-a, 
y-f *i ^-{-c ihre primitiven Coordinaten, a^ -{- b'^ -^ c^ = R. Hat irgend eine 
von der rfinmlichen Anordnung der Molecflie abhängige Gröfse während der 
ureprüngliehen Lage des Systems den Werth p, so mag der Werth der- 
selben Gröfse während der n^uen Anordnung des Systems mit P'\-Dp be- 
seichnet werden. Alsdann ist: 

Dx = u{x, y, «), Dy = t>{x, y, z\ Dz^w (x, y, ar), 

folglich : 

Da = «(ar-f-Ä, y-f 4j *+0 — «* (^* Xi *)» ^^ = ^*^* 
mithin nflherungsweise : 

De = tria-|-w^2*-f «^s^> 

wenn nfimlicb der Kürze wegen Hi, tia, ••• w^ fflr -^^ -^^ «.. -^ ge- 
setzt werden. Ferner wird: 

mithin: 

(20 DA = 2a-[-/9% 

wo: 

ja ^ aDa^bDb'\-cDc, 

Das Potential der Wirkung, welche die beiden HolecOle m, m' während der 
neuen Lage des Systems auf einander ausflben, hat den Werth: 

mm'^{B'\'DR) 
oder, wenn man entwickelt und fflr DR den Werth (2) subslituirt: 

oder nSherungsweise : 

•um' {y (Ä) + 2a y'(Ä) + /?>' (Ä) + 2a>" (Ä)}. 

Bezeichnet man daher mit 2m% das Potential der Gesammtwirkung, welche m 
Yon allen flbrigen MolecOlen empfangt, so ist: 

2m% = m-2»i'{y(Ä)4-2ay'(Ä) + /9>'(Ä) + 2a»9"(JB)}, 

37» 
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die SommalioD ausgedehnt Ober alle auf m einwirkenden Molecfile oi'; oder, 
wenn man für a und ß^ die aus (1.) nnd (3.) folgenden Wertbe snbstiluirt: 

(4.) amSf = 

!y (jB}-f 29'( jB)[ti4ii'4"*^«*'+ «'^j^+(«^3+ «^i)*^+(''^i+ «'3)^+(*'*+ ^i)^} ] 

Denkt man sich die hier angedeutete Summation ansgefOhrt, so erbfilt man 
fflr das Potential 2m% einen ans PolenEon nnd Producten der 9 Gröfsen 
«1, fi2, ... 1^3 zusammengesetzten Ausdruck. Dabei ergeben sich fflr die 
CoefGcienten mC dieses Ausdrucks Formeln Ton folgender Art: 

mC = mSm'f{R)ar6ficr, 

Formeln, welche ihre Interpretation in der primitiven Anordnung des Systems 
finden. Bedeuten nUmlich M, M' die Punkte des Raumes, in welchen sich 
die Molecflie m, m! während jener Anordnung des Systems befunden haben, 
so sind in diesen Formeln unter a, b, e die* Projectionen der Linie JHdf' 
auf die Coordinaten- Achsen und unter R das Quadrat derselben za ver- 
stehen. Die in den Formeln auszufftfarende Summation JS kann auf diejenigen 
Punkte SU' beschränkt bleiben, welche innerhalb einer, mit dem Radina q 
um M beschriebenen, Kugel liegen, weil die durch f{R) repräsentirten Functio- 
nen y(/i), <p\R)^ v"i^)y ^^^ Voraussetzung gemils, Tersch winden , sobald 
R^Q^ ist. Es folgt daraus, mit Rücksicht auf den isotropen Character der 
primitiTen Anordnung, dalli die Coefficienten mC denselben Werth behalten, 
so lange man bei Molecfllea m bleibt, fflr welche die eben erwähnte Kugel 
vollständig in das Innere des Systems fällt, dagegen variiren werden, sobald 
man zu Holecfllen m flbergeht, ffir welche ein Theil dieser Kugel aufserhalb 
der Grenze des Systems liegt; dafs demnach diese Coefficienten von den 
primitiven Coordinaten x^ y, z des Holecfils oi abhängen, nämfich Functio- 
nen von X, y, z sind, deren Wertbe constant bleiben, so lange der Abstand 
des Punktes (x,y,z) von der primitiven Grenze des Systems grOfeer als ^ 
ist, deren Werlhe aber zu variiren beginnen, sobald der genannte Abstrad 
geringer wird. 

Bezeichnet man mit 2mF den mit constanten Coefficienten verselmieB 
Ausdruck, in welchen sich der allgemeine Werth 2m% des Potentials fflr im 
Innern liegende MolecOle m verwandelt, so ergiebt sich leicht aaa (4.): 
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oder, anders geordnet: 

+ (2 jK + 4A?) [(1^3 11^2 — ^2 w's) + («^1 «^3 — tTs tii) 4- (t/j r^ — t/i rO] 
oder, wie ich diesen Ausdruck abkürzend bezeichnen werde: 

(5.) 2F = i5f+2Kö-f (K4-3Ä)0^+(lSr4-*)T+(2Ä:+4)b)^, 
wo H, K, k folgende Bedeutungen haben: 
mU=m2m'(p{R) 

mK = fnSm'(p\B)a\= mSmWR)V = m2m'i^'{R) c" 
S$nk = 2mJ2mV(Ä)a* = etc. 
mk = 2mSui!<p'\R)bW = elc. 

überall die Summation ^ auf eine volle Kugel vom Radius q ausgedehnt. 
Die Werthe der Gonslanten H, K, k sind, wie hieraus folgt, erstens von 
der Beschaffenheit der Function ip und zweitens von der Gröfse desjenigen 
Holecular-Abstandes abhfingig, welchen das System während seiner primitiven 
Lage besafs. 

Vorläufig werde ich von dem Ausdruck 2inF keinen Gebrauch machen, 
sondern mit dem allgemein gOltigen, obwohl unbekannten, Werthe 2m% des 
Potentials operiren. Bezeichnet man das Potential sämmüicher in dem gan- 
xen System von MoIecQl zu MoIecOl ausgeübten Wirkungen mit J , so ist, 
wie sich leicht ergiebt: 

J = ^ S2m^ =^iiig, 

die Summation Aber das ganze System hin ausgedehnt; oder nSherungsweise: 

C60 J ^ qfff^dxdydz, 

wo q die primitive Dichtigkeit des Systems bezeichnet, und wo sich die 
Integration über alle Volumelemente dxdydz des Raumes O erstreckt. 

§. 2. 

Das virtuelle Moment der Molecular-Kräfte. 

Sind du, dv, dw unendlich kleine Incremente der Functionen u, v, w 
und dJ das correspondirende Increment des ebengefundenen Potentials, so 
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stellt dieses dJ das virtuelle Moment der Molecalar-Krfifte in Bezng auf die 
durch du, dv, dw reprflsentirte unendlich geringe Verschiebung des Systems 
dar. Hit Rflclisjabt (iprauF, dafs die Grenzen des Integpals J, so wie die 
darin enthaltenen Goordinaten x, y, z der primitiven Lage des Systems an- 
gehörig, demnach von den Functionen u, v, w unabhängig sind, ergiebt sich 
sogleich : 

(7.) dJ = qfff9%dxdydz. 

Setzt man nun 8J=^d^J\d^J\du»J, so wird: 

oder: 

(8.) ..^=-,^(,±|i + -|,^ + ^^),.^^.. 

-f einem Doppel- Integral, 

wo sich das dreifache Integral Ober den Inhalt, das Doppel -Integral Ober die 
Oberflache des Raumes O erstreckt. 

Es wird erforderlich sein, das virtuelle Moment dj der Molecular- 
Krfifle durch Integrale darzustellen, welche sich auf den Raum i2 beziehen, 
nfimlich auf denjenigen Raum, welchen die Molecflie wfihrend ihrer neuen 
Lage erfflilen. Man kann zu dieser Darstellung entweder dadurch gelangen, 
dafs man den in (8.) fOr d^J erhaltenen Werth sowie die analogen Werthe 
von 8^J und dy^J transforroirt ; oder dadurch, dafs man die Transformation 
schon in der Formel (7.) vornimmt. Letzterer Weg fahrt leichter zum Ziele. 
Fahrt man an Stelle der primitiven Goordinaten x, y, z die mit diesen 
durch die Gleichungen 

^ =zx^u{x, y, «), 71 = Y'\'V{x, y, z), % = Z'\-w{x, y, z) 

verbundenen neuen Goordinaten i, rj, C oin, so verwandelt sich der in (7.) 
fOr SJ gegebene Ausdruck in folgenden: 

wo n Amiich V die von x, y, z nach l, rj, ^ genommene Functional- Deter- 
minante vorstellt, und wo gegenwärtig die Integration Ober den Raum £2 aus- 
gedehnt ist. Hieraus ergiebt sich: 
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oder, wenn man fOr ^«i, ^u^, ^ti, die Wertbe: 

» ddu diu dj . diu dti , diu dC 

° '~ dy — öS ör'r"ä^a/+"5räF' 

« ^ a£a _ if« 9| , ^ a>7 , aa« a£ 

» a« ~ as a« "T a.7 a« + a£ dz 

einsetzt, und gleichzeitig die Abkflrzungen: 

V ÖM, a« "T" a«, a^ t a«, ää/ — '*»» 

/^ag a£, ag af , agai:\„ _ -, 
va«.äI"T"^357i-^lj;v — «» 

eintreten larst: 

und nonmehr durch bekannte Reduction: 

(90 i,J = -9//Af + f+ f )*««*,« 

— qjj\ß.iCQS {y, a?)-f 2I2 cos (r^ y)+?l3 cos (f, «)) (^ii ifai, 

wo das erste Integral Ober den Inhalt, das zweite Aber die Oberflflche des 
Raumes Q, ausgedehnt ist, und v die auf einem Element dw jener Oberflflche 
nach Innen errichtete Normale vorstellt. ^ 

Uebrigens ergiebt sich aus der Vergleicbung der in (8.) und (9.) für 
duJ gefundenen Werthe leicht: 

i.^ J -qT' dtj '^ dC ~ W du, '^eP du, "T" dz öu,/' 

eine Formel, welche sich auch direct ohne Mähe beweisen läfst, und von 
welcher ich später Gebrauch machen werde. 

§. 3. 

Das virtuelle Moment der äufsern Kräfte. 

£s mögen nun äufsere Kräfte angenommen werden, welche auf das 
System wahrend seiner neuen Lage einwirken; und zwar Krfifle von zwei-^ 
facher Art, nämlich erstens Kräfte £l, deren Gebiet sich fiber den ganzen 
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Raum 12 hin erstreckt, und zweitens Krfifte ^, deren Wirkung auf die der 
FIflcbe S2 nahen Molecflie beschränkt ist. 

Bezeichnet man mit 0^i{a,b,c\ Q^{ajb,c)^ O^ißß^jC) die Componenten 
der Wirkung, welche die ersleren Krfifle auf die in irgend einem Punkte 
{a,b,c) concentrirte Massen -Einheit hervorbringen; und beachtet man, dals 
ein ursprünglich im Orte {x,y,z) befindlich gewesenes Molecfil m gegenwärtig 
den Ort {X'\-u, y'\'V, z-^w) inne hat: so ergiebt sich fflr das virtuelle 
Moment der auf m aOsgefibten Wirkung folgender Ausdruck: 

mithin fflr das virtuelle Moment sfimmtlicher, auf das ganze System von den 
Kräften £X ausgeübten Wirkungen folgendes, Ober den Raum ausgedehnte 
Integral : 

9jjj{0^i(X'\'U,y-\-v,Z'\'W)du-\'***]dxdydz 

oder auch, wenn man S, ri, ^ an Stelle von x, y, z einführt^ folgendes, über 
den Raum 12- ausgedehnte Integral: 

(10.) qfff{t^i{^>ri^^)du^^.^}Vd^dridt 
Bezeichnet man ferner, was die Kräfte ^ anbelangt, wenn d(o ein 

Element der Fläche 12 ist, f ^ i^j C die Coordinaten desselben sind und m ir- 
gend ein Molecül innerhalb des Aber ifcu als Basis construirten Cylinders vor- 
stellt, die Componenten der von jenen Kräften auf alle m hervorgebrachten 
Gesammtwirkung mit d(o.%(Sf ri, 0? ä(a.%{Sj Vf th ^^^^i^y V^ C); so ergiebt 
sich für das virtuelle Moment sämmtlicher , auf das ganze System von den 
Kräften ^ ausgeflbten, Wirkungen folgendes über die Fläche S2 ausgedehnte 
Integral : 

(»0 ^{%(S,V.t)^u+...}da,, 

in welchem, ebenso wie in (9.) und (10.) 9 ^u, dv, dw die Variation der- 
jenigen Excursion u, v, w darstellen, welche das gegenwärtig im Funkte (^^17^^) 
befindliche Molecfll beim Uebergange aus seiner ursprflnglichen in seine neue 
Lage vollfflhrt hat. 

Die Addition der Formeln (10.) und (11.) giebt schliefslich fOr das 
virtuelle Moment aller äufseren Kräfte folgenden Ausdruck: 

(12.) ^ffß^^ 9u\t^d€\t:^ dw) VdSdri d^^jyi%du ^f,iv +^M)dw, 
wo zur Abkürzung S^^ und ^^ fflr 0^(^,17, C) und ^1(^,17,?) gesetzt sind. 
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$. 4. 

Bestimmang der, zum Gleichgewicht erforderlichen, aofseren Kräfte. 

Soll sich nun das System wahrend seiner neuen Lage im Gleichgewicht 
befinden, so mflssen die Krflfte £X und ^ so gewählt werden, dafs das, ffir 
diese Lage und in Bezug auf sämmtliche innere und flufsere Krflfte gebildete, 
Tirtaelle Moment (nach (6.) und (12.)): 

fflr beliebige unendlich kleine Verschiebungen Su, dv, dw verschwindet. 
Hieraus ergeben sich, mit ROcksicht auf den in (9.) zum Theil entwickelten 
Werth von dJ, sechs Gleichungen, von welchen zwei lauten: 

(13.) / ^-^1 — ö^Kdn '^ d^' 

(^^rfco = q{%^cos{y,x)-\-%cos{y,y)'\-%CQs{v,z))dm, 
die übrigen diesen analog sind. Das Resultat, zu welchem wir hiermit ge- 
langt sind, läfst sich folgendermafsen aussprechen: 

Soll sich das System während seiner neuen Lage im Gleichgewicht 
befinden, so mufs auf jedes einzelne Molecfil m desselben eine flufsere Kraft : 

(14.) m£i| + »»A|, m^-^-m}^^ m^-^-ml^ 
einwirken, wo die £Xj^ die in (13.) aufgestellten Ausdrücke sind, und wo 
ferner die Ij, im Allgemeinen Null sind, nflmlich nur für diejenigen Molecflle 
m Werlhe besitzen, deren Abstand von der Grenzflfiche des Systems sehr 
klein, und zwar noch klein im Vergleich mit der Tragweite q der Holecular- 
kraft ist. Die Werlhe, welche die A^ fflr diese der Oberfläche sehr nahen 
Molecflle einzeln annehmen, sind bei der eben durchgefflhrten Untersuchung 
nnbekannt geblieben. Ermittelt sind nur gewisse Summen der lij nflmlich: 

(1 5.) 2mX^ = ^1 d(j}, 2m hl = % du), 2m l^ = ^3 dw, 

wo da) ein Element der Grenzflflche £1, m irgend ein Molecfil innerhalb des 

Aber d(o als Basis construirlen Cylinders vorstellt, J£ die Aber alle diese m 
anssudehnende Summation andeutet; und wo die ^^ die in (13.) aufgestellten 
Ausdrücke sind. Man nennt bekanntlich die Summen ^a^<^ dieser in der 
Nflhe der Oberflflcbe thfltigen Krflfte dufsere Druck- Kräfte. 

Zu bemerken ist, dafs die Wertbe der S^j, und ^k, wie die Formeln 
(13.) und (8^) zeigen, von der Potential - Function ^ abhflngen, dats dem- 
nach die weitere Entwickelung dieser Wertbe zu Ausdrflcken fflhren mufs, 
deren Coefficienten, ebenso wie die in §. 1 untersuchten Coefficienlen von % 
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selbst, FuDclionen von x, y, z sind. Wollte man diese Ent Wickelung ans- 
föhren, so wflrde dazu die Kenntnifs des Werthes von % selbst unumgfinglich 
nolbwendig sein. 

Ich werde nun aber zeigen, wie man ohne Kenntnifs von $, allein 
auf Grund des (bereits entwickelten) Werthes von t\ die zum Gleichgewicht 
des Systems .erforderlichen Krflfte bestimmen kann, sobald man den Drock- 
Krflften ein gröfseres Gebiet einräumt, dieselben nfimlich bis zur Tiefe ^ in 
das System eindringen läfst; und werde hierdurch zu denjenigen Formeln 
gelangen, welche Poisson zuerst aufgestellt hat, also zu Formeln, deren 
Coefficienten durchgängig Conslante sind. 

Zu diesem Zwecke mflssen die AusdrQcke A^, Q^ eingeführt werden, 
nAmlich diejenigen Ausdrücke, in welche die vermittelst der Formeln (8^) 
und (13.) definirten %i und £Xi übergehen, sobald man dort Jf^ an Stelle 
von % setzt; zugleich mag bemerkt werden, dafs für die Differenzen {%k — ^i) 
und (X^i—Qk) dasselbe gilt, was nach §.1 über den Werth der Differenz 
{% — F) klar ist, dafs nflmHch jene Differenzen, ebenso wie diese, für das 
Innere des Systems Null sind, und nur dann Wertbe erhallen, wenn man sich 
der Grenze des Systems bis auf eine Entfernung nfihert, die kleiner als q ist. 

Zerlegt man nun die Werthe (14.) der auf einMolecüI m einwirken- 
den fiufseren KrAfle in folgender Weise: 

(16.) mtiA+wi, = möi + '^(Öi— Oi+^i)^ m£i2 + w»^ = etc., 
so kann man, ebenso wie vorhin die KrAfte li^, gegenwärtig die Krifte 
{^k—Qk-^h) sls Druck-Kräfte zusammenfassen. Diese neuen Druck-Kräfte 
werden aber bis zur Tiefe (f in das System eindringen, weil, allerdings nicht 
die lif wohl aber die (X^i — Qk) bis zu dieser Tiefe hin Werthe besitzen. 
Somit ergiebt sich aus den vorstehenden Formeln (16.), dafs man, um das 
System während seiner neuen Lage im Gleichgewicht zu ballen, an Stelle 
der Kräfte £Xa auch die durch die Ausdrücke Q^ dargestellten Kräfte anwen- 
den kann, wenn man nur gleichzeitig an Stelle der Druck-Kräfte ^^ ebenfalls 
andere und zwar tiefer eindringendere Druck-Kräfte Pk treten läfst, nämlich 
diejenigen, welche durch die Formeln 

P,dQj = :S*»i(ti| — Ol + XJ, P2 dio = etc. 
oder auch (nach (15.)) durch die Formeln: 

(17.) P,da} = 2m{tX,-Q,)'\r%do}, P^dw^elc. 
definirt sind. Hier ist (wie früher) unter dco ein Element der Grenzfläche Si, 
unter m irgend ein üfolecfll innerhalb des über da) als Basis construirten 
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Gylinders^ and unter JS* die Ober alle diese m ausgedehnte Sumroation zu 
verstehen. Uebrigens mufs die Summation bis zur Tiefe q hin ausgedehnt wer- 
den ; der Cylinder inufs also bis zu dieser Tiefe hinabreichen, und kann hier 
durch ein mit do) paralleles FlAchen -«Element dvoi geschlossen sein. 

Es handelt sich nun darum. Pi aus der Formel (17.} vermittelst der 
in (13.) gegebenen Werthe von Oi, ^i 

^ "i — öl T Ö17 T öC ' 

^j rfco = g (?li cos {y, x) -f % cos {y, y) -f % cos {v, «r)) dw, 
sowie mit Hülfe des hieraus sich ergebenden Werthes von Qi 

Ct9.) 7 0, = ^+^.).«^ 

ZU berechnen. Man kann in JSm^i den Ausdruck O^i als abhängig von 

den primitiven Coordinatet) x^ y^ z des Holecfils m betrachten; und erhält 
dann fär jene Summe folgenden Werth: 

SmtXi = qJTYkXiäxdydz, 
die Integration ausgedehnt Ober denjenigen Raum, welchen die, gegenwärtig 

in dem (Aber dta construirten) Cylinder befindlichen, Holecfile m während 
ihrer ursprünglichen Lage erfällten; oder, wenn man nunmehr ^, rj, £ an 
Stelle von o?, y, z einführt: 

-S'mtii = qffftiy^dldridl, 

gegenwärtig die Integralion tlber den Cylinder selbst ausgedehnt; oder, wenn 
man für OiV den Werth (18.) snbstituirt: 

oder endlich durch bekannte Reduction: 

2mt^, = -^y^{aiCOS(iV,x) + ?l,cos(JV,y)4:a3COs(^,^ 

wo dO irgend ein Element der Oberfläche des Cylinders, iV die auf dO er- 
richtete, in das Innere des Cylinders laufende. Normale vorstellt, und die 
Integration Ober die ganze Oberfläche des Cylinders auszudehnen ist. Hieraus 
aber ergiebt sich mit Fortlassung von Gliedern höherer Ordnung: 

\2^m0, = — Är(?[,cos(v,a?)+?l2COs(v,y)4-?l3COs(y,a:))rfai 

-j- ^ (a, cos (y, X) -f 81, cosCy, y) + %i cos (y, «)),• dm-,, 

wo V wittder seine frühere Bedeotung hat, oftmlicb in beiden Temen die 

38* 
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Richtung der aaf i2 constrairlen, in das Innere des Systems laufenden, Nor- 
male vorstellt, und wo ferner der erste Term die Werthe der S(| far das* 
Element dto, der zweite dagegen (wie der beigefOgte Index i andeuten soll) 
die Werthe derselben für das Element diOi enthalt. — In analoger Weise kann 

man den Werlh von 2:mQi vermittelst der Formel (19.) berechnen. Setzt 
man daher abkflrzend: 

2lx cos (y, x) 4- Slj cos ( v, y) -j- % cos (r, z) = ^ 

Aicosiv, x)'{'A2C03{r, y)-\'A3C08(y, z) = J, 
so wird: __ 

2m£Xi = —q%da)'\'g%dwi, 

SmQi = —qÄdm-i^qAidißi 

und aufserdem nach (18.): 

^j^do} = q%d(o. 

Substituirt man schliefslich diese Werthe in (17.), und beachtet, dafs die 
Werthe von Sli, ^29 ^3 nait denen von A^^ J29 A^ fflr das, in einer Tiefe (» 
unter der Oberfläche befindliche, Element dwi identisch sind, folglich %i^=Ai 

ist; so ergiebt sich augenblicklich: 

. 

P^do} = qAdw 
das ist: 

P^dio = q(^AiC08{v,x)-\'A2C03(r,y)r{-AjC03(v,zy)d(o. 

Beachtet man aufserdem, dafs der in (19.) fflr Qi aufgestellte Werth mit 
Hülfe der Formel (9^) folgende Gestalt annimmt: 

Vi — ;5- ri,, T;^./ ;5.. I 



dx dui ' dy öii, ' dz Sa, ' 

SO ergeben sich fflr die zum Gleichgewicht des Systems erforderlichen KrSfte 
Öa, Pk folgende Formeln: 



dx öfij ' dy du^ * dz 9m, ^ 

n ^ d dP i d dF \ a dF 

^^ ~ dx dv, + dy dv, + dz dv, ' 

d dF , d dF , d dF 



(20.) / o, = ^.^j._l..££.4.iL 



P^dco = q ( Ji cos (y, ar) -f- 4j cos (y, y) -f- A^ cos (y, ar)) ifc>^ 
P^dco r=z q (Äji cos (y, x) -f flj cos (v^ y) -f Äs cos (y, «)) Ao, 
P^do) =: q (Ci cos (y, a?) -f Ca cos (y, y ) -f C9 cos (y, «)) ilco^ 
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wo Ji, J2) ^3 nach (8^) folgende Werthe haben: 



^^ = (-|^(«'+^H-|^«. + 






^, = (■ 

(21.) /^, = (- 



dF 

dF 



du, 



w, 









«^ 



+-|^(«'.+ 1))V, 



V 



U^i W2 ti^s -|~ 1 

und wo unter ^1, 02) ^s nnd C^, C29 C3 die Aasdrfleke zu versieben sind, 
in welche die vorstehenden, fQr Ai^ ^29 ^s aufgestellten, sich verwandeln, 

dF dF dF 

sobald man dort die -r— und 3 — an Stelle der -3— setit. 

Ct/f CtCi OUi 



§. 5. 

Darstellung der, zum Gleichgewicht erforderlichen, Sufseren KrSfte Q und P vermittelst 

einer gewissen Function (P. 

Die fflr die Kräfte Qk, Pk gefundenen Aasdrfleke lassen sich in fol- 
gende elegante Form bringen: 



(23.) 



Q2 



Pidto 



'f'dy du, Td« 5u, ♦ 

, d 80 , d 80 
' 8y 8v, * dz 3», ' 

, 8 80 , d 80 



'X du, 
8 80 



8s 8v, 
8 80 



X öwj ' 8y 8u)t ^ 5s öw, ' 

^80 ___, ^ , 80 __ , ^ y 80 



P^dm 



Psdm 



'^ ^ VflS^' ^"^ ^^"^ "5Sr*^* ("'^^^ "5^* ^^* *^) *"' 

wo ^ von der in (5.) aafgesf eilten Potential -Function F noch verschieden 
ist, nfimlich za jener in der Beziehung steht: 

(23-.) * = F-\-KA 

und demnach folgenden Werth hat: 
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(23.) 2* = K-\-2Ke-\-iK-\-Zk}0'^(K-\-k)T-\-i4K-\-4k)yt, 

Aas dem Werthe von A ergiebt sich oSmlich aogenblicklich : 

r€%t!.-\ d dA I o dA . B dA ^ 

'• *'' dr du, ' dy du, "^ dz öii, 

and daraas folgt mit Bezog auf (22".), dafs in der That die in (22.) för die 
Qi aufgestellten Werthe mit den froheren in (20.) identisch sind. 

Es bleibt demnach nur die Ableitung der fQr die Pt aofgestellten 
Werthe flbrig. Zanfichsl ist nach (21.): 

V 

wo l, l! Ausdrücke vorstellen, deren Glieder in Bezug auf die 9 Gröfsen 
Ui^ 1I2, ••• w^ zweiter oder dritter Dimension sind. Dieser Werth V sowie 
der in (5.) für F aufgestellte sind in (21.) einzusetzen, und sodann ili, A^^ 2I3 
zu berechnen. Dabei ist zu beachten, dafs in jenem Werthe von F die 

dritte Dimension und demzufolge in den -^ bereits die zweite Dimension der 
Gröfsen t/|, t/,, ... w^ vemacblässigt ist, dafs aber, wie die Formeln (21.) 

dF 

zeigen, ein Fehler zweiler Dimension in den Werthen der -g — Fehler der- 
selben Dimension in den Werthen der J, hervorruft. Daraus nämlich geht 
bervor, dafs man bei Benutzung des in (5.) für F aufgestellten Werthes nur 
diejenigen Glieder in den Werthen der Ai bestimmen kann, welche in Bezug 
auf tii, ti2, ... IT) von der nullten und ersten Dimension sind. Die Auf- 
findung dieser Glieder wird erleichtert, wenn man vermittelst der identischen 
Gleichungen : 

F= {F-K0)-\-K{u,\9^^w^\ 
BF _ d{F—Ke) I j^ dP ^ d(F—Ke) dF ^ a(F— JTQ) 

dtlj ÖWj » ' Ott, du^ ' ÖM, 5il^ 

in den Formeln (21.) an Stelle der -g— die -^-^ ^ einfahrt, und beach- 

tet, dafs diese -^-^ (nach 5.) keine Glieder nulltet sondern nur Glie- 
der erster Dimension enthalten. Alsdann ergeben sieb nSmlich aus (21.) für 
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Ai^ ^2} •^sj bei Fortlassang der Glieder zweiter Dimensioo, sogleich fol- 
gende Werthe: 

A, = gjj^ -f-Ä-|-£L«,-JS:0 = ^-X(r,-f ir,) = — ^^ ö^^, 

, d{F—K9) , gr dP i V d(F-\-Kji) ö« 



Setzt man aber diese Werthe in (20.) ein, so erhfilt man den in (22.) fflr 
Piä<o aufgestellten Ausdruck. 

$. 6. 

Bestimmung der innern Drack- Kräfte. 

Das System befinde sich in seiner neuen Lage, begrenzt von der 
Fläche S2. Im Innern des Systems werde eine zweite geschlossene Fläche S2f 
von beliebiger Form construirt, welche aber von der Flache i2 überall 
weiter als q entfernt bleiben soll. Auf dieser FlSche werde ein kleines 
Element dco' abgegrenzt; Ober d(o' als Basis, und zwar im Innern der Fläche 
Süj ein Cylinder von der Länge ^ construirt; und dieser Cylinder durch eine 
kleine mit dw' parallele Fläche geschlossen. Die zwischen S2 und I2^ befind- 
lichen Molecüle mögen mit m« bezeichnet werden ; ferner die im Innern von S2' 
befindlichen mit m^; endlich mögen diejenigen Molecflle nii, welche innerhalb des 
eben consiruirten kleinen Cylinders liegen, unter einander zu einem starren System 
verbunden gedacht, und dieses starre System mit Mi bezeichnet werden. 

Denken wir uns nun die durch die Formeln (32.) definirten Kräfte Q 
und P auf das System einwirkend. Das ganze System befindet sich dann im 
Gleichgewicht, mithin auch der Cylinder M^. Folglieh mufs die or-Com- 
ponente der unter diesen Umständen auf M^ ausgeabten Wirkungen Null sein, 
ebenso die y-Componente und die is-Componente. Es lassen sich aber die 
auf Mi ausgeübten Wirkungen in drei Theile zerfallen, nämlich 1) in die von 
den Kräften Qf 2) in die von den MolecQlen mi und 3) in die von den 
Molecfilen nia ausgeübte Wirkung. Die Kräfte P nämlich haben keinen Ein* 
flufs auf den Cylinder, da sich derselbe, der i^ngegebenen Construction zufolge^ 
aufser dem Bereich jener Kräfte befindet. Bezeichnen wir daher die Com- 
ponenten der beiden ersten Wirkungen zusammengenommen mit 

Xdto', ^do}', 3 da' 
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und die Componenteo der dritten Wirkung mit 

Xdw', Y4m\ Xim\ 

so haben wir die Gleichungen: 

SJai'-f Xrfoi' = 0, etc. 

Xdoi\ Ydo}\ Zd(o' sind die Gröfsen um deren Bestimmung es sich handelt, 
nfimlich, wie man augenblicklich sieht, die Componenten des auf das Element 
dco' ausgeflbten Innern Druckes. Die aufserdem eingeführten Gröfsen didw', 
2)^'i 3^^' spielen bei der gegenwärtigen Untersuchung nur eine vermit- 
telnde Rolle. Es lassen sich nfimlich ffir diese letzteren Gröfsen noch andere 
Relationen aufstellen, und zwar vermittelst einer, von der vorhergehenden, 
unabhängigen Betrachtung, zu der ich nunmehr Obergehe« 

Wir denken uns die MolecOle m^ verschwunden, das System also 
reducirt auf die MolecOle Wi, diese aber in ungeänderter Lage, nfimlich in 
derjenigen Lage, för welche die Functionen u, v, w mafsgebend sind. Offen- 
bar werden die zum Gleichgewicht dieses Systems der n?; erforderlichen 
fiufsern Kräfte wiederum durch die Formeln (22.) bestimmt. Hierbei er- 
geben sich, da die Functionen tij v, w ungefindert geblieben sind, fOr die 
Kräfte Q und P genau dieselben Ausdrücke wie froher; nur sind die Ans- 
drflcke der letzleren Kräfte gegenwärtig nicht in Bezug auf £2 sondern in 
Bezug auf 12' gebildet, und sollen daher zur Unterscheidung von den frohe- 
ren mit P' bezeichnet werden. — Denken wir uns nun diese Kräfte Q, P' 
auf das System einwirkend, alle MolecOle also im Gleichgewicht, und wenden 
wir unsere Aufmerksamkeit wiederum auf den vorhin betrachteten kleinen 
Cylinder Mi. Auch gegenwärtig müssen die Componenten der auf diesen 
Cylifder ausgeübten Wirkungen Null sein. Diese Wirkungen zerfallen jetzt 
in folgende drei Theile 1) in die von den Kräften Q^ 2) in die von den 
Molecülen mi und 3) in die von den Kräften P' ausgeübte Wirkung. Die 
beiden ersten sind identisch mit den, bei der vorhergehenden Betrachtung, in 
erster und zweiter Steile aufgeführten Wirkungen, da einerseits die Kräfte Q 
dieselben sind wie dort, andererseits auch die Anordnung der m,- ungeändert 
geblieben ist. Demnach sind die Componenten dieser beiden Wirkungen zu- 
sammengenommen wieder: 

Irfco', ^dco', 3rfco'. 
Die Componenten der dritten Wirkung endlich sind: 

P[dco', Pidio^ P[dm\ 
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wenn nämlich P[^ P^, P'^ auf d(o' bezogen gedacht werden. Somit ergeben 
sich hier folgende Relationen : 

welche^ mit den vorhin erhaltenen Relationen zusammengestellt, augenblicklich 
die Formeln geben: 

Xdü)' = P; du)', Ydco' = P[ dix}\ Zdco' = Pi d(ü\ 

Hierdurch sind die Componenten X, Y, Z der Innern Druck -Kraft bestimmt: 
und zwar zeigt sich, dafs man die Componenten des auf irgend ein Element d(o' 
ausgeübten inneren Druckes erhält, wenn man die in (22.) aufgestellten Aus- 
drücke Pi, P2, P3 in Bezug auf dieses Element dco' bildet; dafs mithin für 
die Sufsern und Innern Druck -Kräfte genau dieselben Formeln gelten. 

s. 7. 

Vollständige Berechnung der Kräfte Q und P. 

Aus (22.) und (23.) ergeben sich bei weiterer Ausrechnung fflr die 
Kräfte Q, P folgende AusdrQcke: 

(26.)/ ft = (K+3*)g+(JC+*)(«Ü^ + «<^), 

P2d(o===(/{K'\-k){(Vi^U2)cos[p,x)'\-(ßv2'\'0)cos(v^^ 

Pjrfcü ====y(liC-f Ä){(M?i-f-tt3)cos(y^a?)-f-(M?24-«^3)cos(r,y)-{-(2ir -\'0)co3(y,z)}da}, 

wo zur Abkürzung 

(k-K)e+K _ ^ 

üT-j-A ~ ^ 

gesetzt ist *). Da für den besondern Fall, dafs die Functionen u, v, w Null 
sind, die neue Lage des Systems mit seiner ursprünglichen Lage zusammen- 
fällt, so ergiebt sich aus den vorstehenden Formeln (26.), dafs 



♦) Vergl. Poisson, Journal de TEc. Polyt. T. 13, Cah.20, p,52. Die dort von 
Poi^^on abgeleiteten Formeln sind mit den in (26.) aufgestellten identisch, wenn qK:=Kp 
und qh^hp gesetzt wird, wo Kp und hp die von Poisson gebrauchten Constanten 
vorstellen. 
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Ol = 0, iP^dQ}=^ qKcos {y, x) do), 
(27.) ^ ft = 0, ) P, ifcü = yJfcos {V, y) dw, 
ft = 0, ( P^dm = qKcosiy, ^)dw 

die äufsern KrSfle sind, deren es bedarf, um das System während seiner 
primitiven Lage im Gleichgewicht zu halten. Hieraus ergiebt sich die Be- 
deutung der Conslanten K. 

Ferner ist noch zu bemerken, dafs, wenn die natärliche Gleichgewichts- 
lage des Systems zur primitiven Lage genommen wird, die Constante K, wie 
sich aus (27.) ergiebt, Null ist, dafs demnach für diesen Fall der Ausdruck 4^ 
mit der Potential -Function F identisch wird. 

Ich gehe nun über zur Transformation der erhaltenen Gleichungen. 

Zweiter Abschnitt. 

§. 8. 
Ueber Variations-Coefficlenten. 

Um Wiederholungen und Unterbrechungen zu vermeiden, lasse ich 
folgende Bemerkungen vorausgehen. 

Sind X, y, z die rechtwinkligen Coordinaten, u, v, w Functionen 
von X, y, z; und ist ferner ?F ein Ausdruck, welcher x, y, z, v, v, w 
und die ersten Ableitungen von u, v, w enth< so bezeichne ich mit 

(?F,fi), (?F,r), {W,w), (!P,ti)„ {W,v\, {W,wX 
die Variations-Coefficienten, welche sich ergeben, wenn man das Aber einen 
beliebigen Raum R ausgedehnte Integral 

J ^ fffwdxdydz 

in Bezug auf u, v, w variirt, definire nftmlich die Bedeutung jener Gröfsen 
durch folgende Formel 

(28^0 (fJ = —fff[{%u)9u^{V,v)dt^(,%w)dw]dxdyd^ 

in welcher das erste Integral über den Inhalt, das zweite fiber die Oberflfiehe 
des Raumes R ausgedehnt ist, do) ein Element jener Oberflftche und v die 
auf do) nach Innen errichtete Normale vorstellt. 

Dieser Definition zufolge haben, wie sich leicht ergiebt, die Gröfsen 
(,%u\ {%u\, etc. folgende Werthe: 
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^ du "•" 3r ^ öti ' 3z ^ 
c-s — d-T? — o 






(288.)^ öx ör Ö2 

dW dV dV 

( ^, «)r = — 57COS ( V, x)-! — ^os (y, y)-f — ^ cos (j', z), ( ?P, p)^ = elc. 

dj: 07 02 

Sind ¥^|, ¥^2 Ausdrficke derselben Art wie W, und sind A^i^ A, A^^ 
2I21 ••• Constanle, so ist: 

\{A,^AW+A,W,+A,V,i...\u')^=A(W,u\^^^^^^ 

Ferner gilt, wie sogleich erläutert werden soll, folgender Satz: 

Sind u, V, w sowohl als auch U, V, W Functionen der rechtwink- 
ligen Coordinaten x, y, z; sind ferner diese sechs Functionen mit einander 
verbunden durch drei Relationen: 

(pi = 0, (p2 = 0, (p3 = 0, 

in welchen aufser den Functionen selbst auch die unabhängigen Variabein 
X, y, z vorkommen können, in welchen die Ableitungen der Functionen aber 
nicht enthalten sind ; und kann man folglich auf Grund dieser Relationen einen, 
von Uj V, w, von den ersten Ableitungen der u, v, ir, sowie von x, y, z 
abhängigen, Ausdruck T andererseits auch als einen von CT, V, JV, von den 
ersten Ableitungen der ü, V, W, sowie von x^ y, z abhängigen Ausdruck 
betrachten: so stehen die einerseits nach u, v, w und die andererseits nach 
U, V, W gebildeten Varialions-Coefficienten dieses Ausdrucks in folgender 
Beziehung zu einander: 

(y, 17) = (iP,ti)|±-f (iP,r) i^ + (?P,u,) Ig-, 

8U dV 

wo sich die Differential - Coefficienten -rr-^ -^—9 ... auf die durch die Glei- 

du ' OH ' 

chungen (pi = 0, y^ = 0, ys = zwischen den ti, v, w und den U, V, W 
festgestellte Abhängigkeit beziehen. 

39* 
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Man gelangt zu den beiden ersten in (28^.) aafgestelllen Formeln 
augenblicklich, wenn man beachtet, dafs die beiden Werthe, welche sich fQr 
die Variation 

dffjwdxdydz 

dadurch ergeben, dafs man !P einmal als abhängig von u^ v, w, und sodann 
zweitens als abhängig von U, V, W ansieht, nämlich die beiden Werlhe: 

— nT[{W,u)dH'{'^}dxdydz-JT{{W,u\du^ 

und 

-fff{{^W,V)dV\^^^\dxdrdz-ff\{W,V\dV\^^^\d^ 

unter einander in Bezug auf 9u^ dv^ dw identisch sein mässen, sobald die 
Incremente dU, JF, ^fV vermittelst der Relationen yi = 0, ^2=0, ^3=0 
durch 3u, dv, dw ausgedrflckt sind; dafs mithin die Gleichungen: 

(!F,ti) du^{W,v) dv-\'{W,to) Sw ={%ü)iü -{-{%¥) dV-i^iW.W) dW, 

in Bezug auf 9u, dv, Sw identisch stattfinden müssen, sobald darin fOr dU, 
dV, dW die Werthe: 

du ^ dv ^ dw 
du ^ äv ' dw 

subslituirt werden. Die beiden andern Gleichungen in (28^.) ergeben sich 
auf ähnKche Weise. 

Aus diesem Satze ergiebt sich unmittelbar, dafs, wenn die Variations- 

Coefficienten 

(!F,ii), (!?;r), {V,w) 

identisch Null sind, dasselbe auch von den Variations - Coefficienten 

(28^.) (?F,Ü), (!F,F), {V,W) 
gellen mufs. 

§. 9. 

Formeln für ein beliebiges dreifaches Fliehen -System. 

Da es sich darum handelt in den ffir die Kräfte Q, P gefundenen 
Werthen an Stelle der Coordinaten x, y, z die Parameter (»i, (fi^ ^i eines 
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beliebigen dreifachen Flfichen- Systems 

fii^ß y> ^) = 9n fii^ß r> «) = ^2^ A(^i r> «) = ^3 

einzuführen, so erscheint es zweckmäfsig, zuerst unter den ffir ein solches 
System geltenden Formeln die wenigen zusammenzustellen, von denen hier 
Gebrauch gemacht werden soll. 

Bezeichnet man die von (>i, (>2 9 9^ ncich x^ y, z genommene Deter- 
minante mit A und die von x^ y, z nach (>i, q^^ q^ genommene mit V 

SO ist: 

(29M A.V = 1. 

Ferner ergiebt sich aus den Gleichungen: 

dp, = ^dx^^dy\-^dz, rf(^ = e»c. 
durch Auflösung nach dxj dy, dz: 

dx dx dx 

folglich : 

(29^0 ^^ 



dg, 



i dA 


dy i dA 


dz 1 dA 


Agde,' 


dg» A a öß» ' 


dgx A ^ öe 


dx 


^dy 


''dz 



Mit a^ b, c sollen folgende (respective den Parametern (fi^ (>2 9 (f^ 
conjugirte) Gröfsen bezeichnet werden: 

«■ = (i^)"+(^)'+(t)". 

•■=(0+(t)+(0- 

Ist ferner M irgend ein Punkt de9 Raumes mit den Coordinaten x, y, z 
und mit den Parametern (>i, Q2^ ('s 9 bo sollen mit Ti, Tj, T3 die durch üf. 
gelegten Tangenten der drei Curven bezeichnet werden, i» welchen sieh die 
durch M gehenden Flächen des Systems schneiden ; folglich mit r« die Rich- 
tung bezeichnet werden, in welcher der Punkt üf forlrficken wflrde, wenn 
man seinen Parameter q„ um d^^ anwachsen, seine beiden andern Parameter 
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aber ungeinderl liefse. Hiernach ist: 

(29^) cos{r,,x):cos{r,,y):cos{r,,z) = -g£.:-Z.:^. 

Uebrigens soll: 

(29^.) cos (r^ , j?) = a, , cos (t,, y) = /?,, cos (r,, «) = ;^. 
gesetzt werden. Dadarch ergeben sich mit Bezug auf (29^.) folgende Formeln 

i dx i dx 1 Öx 



fl oft ' "^^ — 6 ap, ' ^''— c dg, ' 

(29''o W^i — « ae. ' P'— b der ''~Td^' 

i dz _ i dz i dz 

Fflr ein orthogonales Flächen -System ist die Determinante der 9 Cosinos 
«i, «29 • * • ;^3 gleich Eins, und daher den vorsiehenden Formeln zufolge: 

(29^) V = übe. 
Ferner ist alsdann 

ÖQk ^9i • Sek Öp; ' Be^ dQi 

sobald k und t verschieden sind. 



§. 10. 

Das Problem der Transformation. 

Es handelt sich darum, in den Werthen der Kräfte Q, P nicht allein 
anstelle von x, y, z die Parameter (>i, (>2, q^ irgend eines gegebenen drei- 
fachen Flächen-Systems einzuführen, sondern gleichzeitig auch die Functionen 
u, V, w durch andere Functionen U, V, IV zu ersetzen. 

Bezeichnet nämlich M den primitiven Ort eines Molecäls m; ferner E 
die Excursion, welche dieses MolecQl m, beim Uebergange aus seiner ur- 
sprfinglichen in seine neue Lage, gemacht hat; und sind endlich Ti, Tj, r^ 
die von M ausgehenden im vorhergehenden Paragraphen definirten Richtun- 
gen ; so sollen die nach den Achsen x, y, z genommenen Componenlen Uy v, w 
der Excursion E gegenwärtig ersetzt werden durch die nach T|, Tj, T) ge- 
nommenen Componenten ü, V, W dieser Excursion. Es sind demnach 
IJ, V, fV die respective mit Ti, Tj, ty parallel laufenden Kanten eines schief- 
winkligen Parallelepipedums, welches die Excursion E zur Haupt- Diagonale 
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hat; folglich nach (29^.) mit u, v, w durch die Relationen 

Iti = a,ü-\-a2V'\-a,JV, 
(29'.) K = ß,Uiß,V-lß,W, 

verbunden. 

Die Operationen, durch welche ich zu der in Rede stehenden Trans- 
formation gelange, zerfallen in drei Abschnitte. Zuerst transformire ich die 
in (22.) fOr die Kräfte Q, P aufgestellten Werlhe unter der Voraussetzung, 
dafs die Transformation des in diesen Werthen enthaltenen Ausdrucks be^ 
reits ausgefOhrt ist. Hierbei bleibt die Untersuchung vollständig aligemein, 
nAmlich das FISchen - System ganz beliebig, orthogonal oder anorthogonal. 
Sodann fahre ich die Transformation von aus, beschränke mich dabei 
aber auf den Fall eines orthogonalen Flächen - Systems. Endlich substiluire 
ich den för ^ -erhaltenen Werth in die zuvor transformirten Formeln der 
Kräfte Q und P. 

§. 11. 

Transformation der Gleichungen, welche die Kräfte Q und P von der Function 4> 

abhängig machen. 

Der in jenen Formeln (22.) enthaltene Ausdruck ist aus den ersten 
Ableitungen der Functionen u, v, w zusammengesetzt, und kann daher zufolge 
der Relationen (29^) andererseits auch als abhängig von U, V, W und den 
ersten Ableitungen der U, V, W angesehen werden. Mit Rücksicht hierauf 
läfst sich die Variation des Ober einen beliebigen Raum R ausgedehnten 
Integrales 

(30.) J = fff^dxdydz 

in doppelter Weise bewerkstelligen; nämlich entweder der Formel: 
(30*.) dJ == —JTf{{4>,u)dU'\^]dxdydz—JJ\;^4^^^ 

oder der Formel: 

(30*0 ^J = -///{{^^VSU-^'^dxdydz-^ff^^^ 

entsprechend. Wendet man auf die sich hier ergebenden Variations-Coeffi- 
cienten den in (28''.) aufgestellten Satz an, so erhält man: 

(*,ü) = (*,«)|^4.(*,r)|l-f(*,u,)|^ 



(31.) 
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oder mit Hälfe der KwisckeD u, v, ir, U, V, IF bestehenden Relationen (29*.): 

(*,17) = (*,«)«. + (*, t»)Ä4-(*,ir)y.. 
Aaf diese Weise ergeben sich leicht folgende sechs Formeln: 

= «I (*, «) -f Ä (*, r) -f y, (*, w\ 

= «,(*, ir),-f /?.(*, p),+y,C*,fr)„ 

= «,(*,«)r+Ä(*,«»),+y»(*.M'),. 

Beachtet man non, dafs in ^ die Functionen m, v, w selbst nicht, sondern nur 
ihre Ableitongen enthalten sind, nnd dafs daher die Variations - Coefficienten 
(^, »}, (^, tf},, etc. nach (28") folgende Werthe besitzen: 

(*,«) = ä7ä;i;-f-äpä;j; + -ä7ä^, (*,r)=etc 

60 d0 80 

(*,«),= -^ cos {v, x)-\- -^ cos (y, y) -j- ^cos(i', «), (*, r), = etc. 

so ergiebt sich, dafs die fflr die Krifte Q, P aufgestellten Formeln (22.) 
identisch sind mit folgenden: 

QcosiQfx) = (*, II), I Pcos(P, X) = y.(*, 11), , 
(32.) {Qeos{Q,y) =(*,p), |Pcos(P,y) =y.(*,r)„ 

Q cos ((?>«)= (*, W\ f PCOS (P, C) = y . (*, IT), , 

wo anfserdem Qi = Qcos(Q,x)^ etc. gesetzt ist. Mit Uälfe der ersten in (31.) 
aufgestellten Relation ergiebt sich hieraas unmittelbar: 

(*,I7) = (?(«iCos(0,x)+/J.cos(0,r)+yi«>s(ftc)) 
oder nach (29*.) 

In solcher Weise verwandeln sich die Formeln (32.) durch Benutzung 
der Relationen (31.) in folgende: 

; Qcos{Q, T.) = (*, V), / Pcos(P, t,) = y . (*, U\, 
(33.) ! Qeos {Q, r,) = (*, F), Pcos(P, t,) = y . (*, V), , 
(?cos((?,T,) = (*, PF), (Pcos(P,T,) = y.(*, ID.. 
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Es mflssen nun (*, f/), {<P,U)y, elc. berechnet werden. Die Bestimmung 
dieser, durch die Formel 

(34.) dJTT^dxdydz 

definirten, Coefficienten würde augenblicklich nach (28^.) erfolgen können, 
wenn man V, V, W als Functionen von x, y, z betrachten wollte, macht 
aber einige Mfihe, sobald man, was hier geschehen mufs, U, F, fV als 
Functionen von ()i, Q2^ (>3 betrachtet, und demnach in 4» nicht die Ableitun- 
gen von U, V, W nach x^ y, z, sondern die nach q^^ p,? (>3 enthalten 
denkt. Zunächst ist mit Bezug auf (29^) 

J =jYT^dxdydz ^= fff^V d^^da^dif^ 

und demzufolge, wenn man die Variation 9J in SJ^s^iuJ^ijrJ^dj^J 
trennt, und der Kürze wegen (wie fortan durchgängig geschehen soll) 

oder: 

(34».) 8„J 

Ich werde nun zeigen, wie von diesen beiden Integralen, welche den Werth 
von dfjj darstellen, und Ober einen beliebig gewählten Raum R ausgedehnt 
sind, das zweite in ein über die Oberfläche dieses Raumes ausgedehntes In- 
tegral verwandelt werden kann; und werde zu diesem Zweck das Integral 

näher untersuchen, dasselbe gleichfalls ausgedehnt gedacht über einen belie- 
bigen Raum ü, und darin /"als irgend eine Function von ()i, (^2) 9^ oder 
von ar, y, z betrachtet. Dieses Integral i verwandelt sich durch (29".) in: 
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sodann mit Hfllfe von (29^) in: 



oder in: 



' ~^l ''t4)^^M)^^fÄ 





dx dy dz 




Nach einem bekannten Salze aber Functional-Determinanten ist der letzte Term 
(nfimlich der in ^ muhiplicirte Term) des unter dem Integralzeicben stehen- 
den Ausdrucks identisch NuU. Lafst man diesen Term fort, so ergiebt sich 
leicht : 

i = -^/^cos(i',a?) + -Acos(^ 

\ dx dy dz J 

WO du) ein Element der Oberfläche des Raumes R ist, v die nach Innen er- 
richtete Normale vorslellt) und die Integration Ober die ganze Oberflflche aus* 
zudehnen ist. Sodann ergiebt sich weiter mit Hfllfe der Formeln (29^) 
und (29'.) 

t = —JjfA (ö a^ cos {y, jr) -f «A cos {v, y) -f ay^ cos (y, «)) rfw, 
ferner mit Hfllfe von (29^0 und (29^.) 

Man erhalt also scfalielslich die erste Formel folgenden Systems: 

in welchem die beiden letzten Formeln in analoger Weise abzuleiten sind. 
Durch Anwendung dieser Formeln verwandelt sich nun der, in (34^.) fflr 



Neu man Ph ^w Tkewrie der EtaeikHät S07 



S^J gefuDdene, Wertb in: 



-//m 



— COS (v, ri)-\-"') du dm. 



Somit ergeben sich für die Variations-Coefficienten {^,ü) und {<f>,ü\ fol- 
gende Wertbe: 

(36-) / - ~' ^'^ ^ft ^^« "^^P. ^^» ^ft ^^* 'V 

(*, 1/ ), = gp-«cos (y, T,) -f- ^ Acos (v, Tj) -j- ^j^ <? cosCy, Tj) 

ond fibnlicbe Werlhe fflr (*, F), (*, fV), (*, F),, (*, FF),. 

Denkt man sich diese Wertbe der Variations-Coefficienten in die 
Formeln (33.) sobslitairt, so fehlt znr vollständigen Transformation jener For- 
meln nur noch die Umformung des 4npdrupk^s ^ selbst. 

§. 12. 
Transformalion des Ausdruckes 0. 

Wie bereits erwähnt, schränke icb meine Untersuchung von jetst an 
auf den Fall ein, dafs die Flachen (»i, (»29 (»3 orthogonal sind. 

Zunächst werde ich mich mit der Transformation der Potential- 
Function F beschsfligen, und hierdurch auf leichte Weise in den Besitz von 
Formeln gelangen, welche zur Transformation von ^ erforderlich sind, und 
zu deren Ableitung es sonst einer mühsamen Rechnung bedurft hfitte. 

Es seien M, JU' die primitiven Orte zweier, einander nahen, Mole- 
cOle m, m'f ferner E, E' die Excursionen, welche diese Molecflle beim 
Uebergange aus ihrer ursprflnglichen in ihre neue Lage gemacht haben. Die 
Coordinaten von M seien x, y, z und X'\'//x, y-\-jiy, z-{-Jz die von M\ 
Dem entsprechend mag die Charakteristik J Aberfaaupt znr Bezeichnung des 
Zuwachses benutzt werden, welchen eine von x, y, z abhängige Gröfse 
beim Uebergange vom Punkte M zum Punkte Hd' erbslt. Da z. B. ti^ v, w 
die Componenten der Excursion E sind, so werden die Componenten von E' 
mit U'\-Ju, V'\'Jv, w-^-Jw zu bezeichnen sein. 

Fflr das Potential 2mF der Gesammtwirkung , welche m von allen 
flbrigen HolecOien empfangt, ist im §. 1 folgender Ausdruck gefunden : 

2F = Ä+2Jfö+(Ä:+3*)0^+(iC + *)r+(2Ä:+4Ar)^, 

40* 
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wo 0, T, A in der dort angegebenen Weise aus den 9 Gröfsen tii, t#29 ••• «'s 

^das ist aus den Werlhen der Ableitungen •^, -^, ••• -^ fflr den Punkt ilf) 

zusammengesetzt sind. Es konnte, da die primitive Anordnung der Molecflle 
isotrop ist, bei der, dort gegebenen, Entwicklung dieser Formel ein ganx be- 
liebiges rechtwinkliges Coordinaten-System {Xy y, z) zu Grunde gelegt werden. 
Man würde daher zu einer vollständig analogen Formel für F gelangt sein, 
wenn man von irgend einem andern rechtwinkligen Coordinaten - Systeme 
ausgegangen wäre. In der That, nehmen wir ein rechtwinkliges Coor- 
dinaten-System {X, Y,Z)^ dessen Anfangspunkt, um die Vorstellung zu er- 
leichtern , mit dem des Systemes {x, y, z) zusammenfallen mag , und dessen 
Achsen vorläufig beliebig gewählte Richtungen haben sollen; bezeichnen wir 
die Coordinaten von M in diesem System mit Xj Y, Z, sodann die Com- 
ponenten von E nach den Achsen des Systems mit U,^, S93; und denken 
wir uns endlich diese U, S, SB als Functionen von X, Y, Z, so können 
wir neben die fär F so eben hingestellte Formel folgende andere setzen : 

2F = H-f 2Ä0'4- (üC-f 3*) 6>'H (Ä'-f k) T'-f (2ä:+ 4k) A', 

wo die Gröfsen &, T', A' aus den 9 Gröfsen Ui, U2, ... SB3 in ganz der- 
selben Weise zusammengesetzt sind, wie die in jener Formel enthaltenen 
0, T, A aus f/i, f/2, ... t/'a; wenn nämlich Ui, U2, ... Sßj die Werthe der 

Ableitungen ^-p, -^^ ... -^ für den Punkt M vorstellen. Wir kommen 

auf diese Weise zu dem Resultat, dafs diese beiden für F gefundenen Aus- 
drücke einander gleich sind; ein Resultat, welches sich noch vervollständigen 
läfst durch folgende Bemerkungen. 

Erstens. Die Gleichsetzung der beiden Werthe von jP mag aus- 
geführt und die so erhaltene Gleichung mit ^ == bezeichnet werden. Die in 
dieser Gleichung ^ = vorkommenden Coefficienten K, k sind von einer 
Function (p abhängig, über deren Beschaffenheit keine bestimmte Voraus- 
setzung zu Grunde gelegt ist, nämlich abhängig von derjenigen Function q>, 
welche das Potential zweier einzelnen Molecüle auf einander darstellt. Daraus 
folgt, dafs die Gleichung ^ = auch dann noch stattfinden mufs, wenn man 
die Function <p ändert; oder (was dasselbe ist) auch dann noch gelten mufs, 
wenn man die Werthe der Coefficienten K, k ändert; dafs mithin von den 
beiden, im linken Theile A dieser Gleichung enthaltenen, respective in K und 
in k multiplicirten Ausdrücken jeder für sich Null sein mufs. Hierdurch er- 
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geben sich die beiden Formeln: 

i 30^ r^- 4^ = 30'^ + r + 4^'. 

Zweitens. Noch in anderer Weise kann die Gleichung ^1 = in 
zwei Formeln zerfällt werden. Es raufs nämlich jene Gleichung auch noch 
dann in Geltung bleiben, wenn man in ihr die Functionen u, v, w, U, $, SB 
variirt, sobald man nor diese Variation in der Art bewerkstelligt, dafs die 
durch y, v, w einerseits und die durch U, 03, S93 andererseits repräsentirten 
Moleciilar-Excursionen E, E\ ... unter einander identisch bleiben. Diese 
Anforderung wird nun, wie auf der Stelle klar ist, erfüllt, wenn man die 
Functionen u, v, w, U, ^, SB in au, av, aw, aU, aSß, aSB Qbergehen läfst, 
und dabei unter a eine beliebige Constante versteht. Hierdurch aber ver- 
wandelt sich der linke Theil der Gleichung ^ = in ein Aggregat zweier 
Ausdrücke, von denen der eine in a, der andere in o^ multiplicirt ist, wie 
sich solches augenblicklich ergiebt, wenn man beachtet, dafs durch die in Rede 
stehende Modification 0, T, A in «0, a^T, u^A und &, T\ A! in a&, 
c?T\ a^A^ übergehen. Da nun a beliebig ist, so mufs von jenen zuvor er- 
wähnten in a und in a^ multiplicirfen Ausdrücken jeder für sich Null sein. 
Und hierdurch ergiebt sich folgende Formel: 

(38.) = 0^ 

nebst einer andern, welche nichts Neues bietet, nämlich eine Folge der For- 
meln C^?.) ist. 

Aus (37.) und (38.) folgt nun sogleich: 

0=0', T=T A = A\ 
Wir können daher in dem Ausdruck 4> (23.) 

(39.) * = Ä+2is:0+(is:+3Ä)0H.(*^+*)5r+(4Ä:-f.4Ä)^ 

für jede der drei Gröfsen 0, T, A zwei Werthe angeben, nämlich: 

= ti, + r,+ tr3 = Ui + SJ,-j-SB5, 

(40.) ( = (®3 - SB.)' + (SB, - Vi,T + (Ua - SJiT, 

= («3»2-3J2SB,)-f(SBiU,-SB3Ui) + (U2«i-Ui©2). 
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wo 0, T, A in der dort angegebenen Weise aus den 9 Gröfsen tii, u^^ ... w^ 

^das ist aus den Werlhen der Ableitungen •^, •^, ••• -^ fflr den Punkt ilf) 

zusammengesetzt sind. Es konnte, da die primitive Anordnung der Molecflie 
isotrop ist, bei der, dort gegebenen, Entwicklung dieser Formel ein ganx be- 
liebiges rechtwinkliges Coordinaten-System {x,y,z) zu Grunde gelegt werden. 
Man würde daher zu einer vollständig analogen Formel für F gelangt sein, 
wenn man von irgend einem andern rechtwinkligen Coordinaten- Systeme 
ausgegangen wäre. In der That, nehmen wir ein rechtwinkliges Coor- 
dinaten-System {Xy F^ Z), dessen Anfangspunkt, um die Vorstellung zu er- 
leichtern, mit dem des Systemes {x,y,z) zusammenfallen mag, und dessen 
Achsen vorlaufig beliebig gewählte Richtungen haben sollen; bezeichnen wir 
die Coordinaten von M in diesem System mit X, Y, Z, sodann die Com- 
ponenten von E nach den Achsen des Systems mit U,^, Sß; und denken 
wir uns endlich diese U, $, SB als Functionen von X, Y, Z, so können 
wir neben die für F so eben hingestellte Formel folgende andere setzen: 

2F = H-f 2Ä0'4- (üC-f 3*) 0'H (Ä'+ k) r^ (2ä:+ Ak)A', 

wo die Gröfsen &, T', A^ aus den 9 Gröfsen Ui, U29 •• . SB3 in ganz der- 
selben Weise zusammengesetzt sind, wie die in jener Formel enthaltenen 
Of T, A aus f/i, f/2) ••« t/'a; wenn nämlich Ui, U2, ... Sßs die Werthe der 

Ableitungen ^-p, -^rr, ... -^^ für den Funkt M. vorstellen. Wir kommen 

auf diese Weise zu dem Resultat, dafs diese beiden für F gefundenen Aus- 
drücke einander gleich sind; ein Resultat, welches sich noch vervollständigen 
läfst durch folgende Bemerkungen. 

Erstens. Die Gleichsetzung der beiden Werthe von i^ mag aus- 
geführt und die so erhaltene Gleichung mit ^ = bezeichnet werden. Die in 
dieser Gleichung ^ = vorkommenden Coefficienten K, k sind von einer 
Function (p abhängig, über deren Beschaffenheit keine bestimmte Voraus- 
setzung zu Grunde gelegt ist, nämlich abhängig von derjenigen Function (p, 
welche das Potential zweier einzelnen Molecüle auf einander darstellt. Daraus 
folgt, dafs die Gleichung ^ = auch dann noch stattfinden mufs, wenn man 
die Function cp ändert; oder (was dasselbe ist) auch dann noch gelten mufs, 
wenn man die Werthe der Coefficienten K, k ändert; dafs mitbin von den 
beiden, im linken Tbeile A dieser Gleichung enthaltenen, respective in K und 
in k multiplicirten Ausdrücken jeder für sich Null sein mufs. Hierdurch er- 
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geben sich die beiden Formeln: 

(37 ) i 2(9 + ö»-f T^ 2^ = 20'+ 0''+ r + 2^', 
i 30^ T\AA ^ 30''+ r'+4^'. 

Zweitens. Noch in anderer Weise kann die Gleichung il=:0 in 
zwei Formeln zerfällt werden. Es raufs nämlich jene Gleichung auch noch 
dann in Geltung bleiben, wenn man in ihr die Functionen u, v, w, U, $, SB 
variirt, sobald man nur diese Variation in der Art bewerkstelligt, dafs die 
durch y^ v, w einerseits und die durch U, 03, fB andererseits reprasenlirten 
Molecular-Excursionen E, E', ... unter einander identisch bleiben. Diese 
Anforderung wird nun, wie auf der Stelle klar ist, erfüllt, wenn man die 
Functionen u, v, w, U, ^, SB in au, av, aw, aU, aSB, aSB Qbergehen läfst, 
und dabei unter a eine beliebige Constante versieht. Hierdurch aber ver- 
wandelt sich der linke Theil der Gleichung .4 = in ein Aggregat zweier 
Ausdrücke, von denen der eine in a, der andere in a^ multiplicirt ist, wie 
sich solches augenblicklich ergiebt, wenn man beachtet, dafs durch die in Rede 
stehende Modification 0, T, A in «0, a'T, u^A und &, T\ A! in a&, 
o?T\ o?A* übergehen. Da nun a beliebig ist, so mufs von jenen zuvor er- 
wähnten in a und in o? multiplicirfen Ausdrücken jeder für sich Null sein. 
Und hierdurch ergiebt sich folgende Formel: 

(38.) 0=0' 

nebst einer andern, welche nichts Neues bietet, nämlich eine Folge der For- 
meln C37.) ist. 

Aus (37.) und (38.) folgt nun sogleich: 

0=0^, r=r A=^A\ 

Wir können daher in dem Ausdruck 4> (23.) 

(39.) * = Ä+2is:0+(is:+3Ä)0^+(Ä:+*)r+(4Ä:+4Ä)^ 

für jede der drei Gröfsen 0, T, A zwei Werthe angeben, nfimlich: 

= ti, + r,+ tr3 = Ui + SJ, + SB3, 

(40.) ( = (®, - SB.)' + (SB, - \X,f + (Ua - SJiT, 

= («,»2-©2SB,)-f(SB,U,-SB3Ui) + (Ua«;-UiJ8,). 



810 Naumann, zur Tkearie der Elasiieiiät. 

Aafserdem mögen zar spfitern Benntzong folgende Forneln aufbewahrt werden* 



(41.) K . (42.) Ly , 

[Jy e=s: etc. {JY=z elc- 

i U'\'Ju:=^E' cos iE\x) iVL'\'JVi==E'cos{E\X) 

JVi =Ui//Jr+ll,^F-|-U3^Z+elc., 

(45.) {J^ =»,^/J: + ®2z/F4-S53^Z+etc., 

^9B==®i^/X4-gB2^F4-gB3^Z-f.elc., 

wo in den letzten Gleichungen diejenigen Terme fehlen, welche die zweiten 
und höheren Dimensionen von JX, JY, JZ enthalten. 



Es handelt sich nun darum, in dem Ausdruck ^ (39.) an Stelle von 
X, y, z, u, V, w die in §. 9 und §.10 definirten Gröfsen qi^ (»29 Psi 17» F» W' 
einzufflhren. Nach (29\), und mit Rflcksicht darauf, dafs die FIflcben Pi, 
(^2) (^3 gegenwärtig orthogonal sein sollen, finden zwischen u, v, w, und U, 
V, W folgende Relationen Statt: 

V =ßiU-\^ß,r^ß,fV, (47.) )v =a,u^ß^v-\'y,w, 
w = y^ U'{-y2 F-f ys ^ß i 1V= aa^^.+ Ä^^ + ys«^- 

Die Parameter der Punkte M und JU' sind (>|, pQ, (f^ und Ql^\'JQ^^ 92-^-^92^ 
q^-^-Jq^^ ferner die von M ausgehenden (im $.9 definirten) Tangenten rj,T2, Xy 
Das Coordinaten-System (X, Y, Z) mag nun so gelegt sein, dafs seine 
Achsen X^ Y, Z der Reihe nach mit den, von JH ausgehenden, Richtungen 
T|, T2, T3 parallel laufen. Dadurch treten die Functionen U, S3, 9ß der Ar- 
gumente X, Y, Z in vollständig bestimmte Beziehung zu den einzufahrenden 
Functionen U, V, W der Argumente ()|, (>2, (»3. So findet z. B. zwischen 
den Werlhen, welche diese beiderlei Functionen fflr den Punkt M bestlzea, 
sogar vollstfindige Gleichheit statt; eine Gleichheit, welche allerdings augen- 
blicklich aufhört, sobald man den Punkt M. verlafst und zu irgend einem an- 
dern Punkte Jf' abergeht. Wahrend nämlich 11+ ^U, $B+^^J3, Sß-f-^^S die 
Zerlegung der Excursion E' nach X, Y, Z oder Ti, Tj, r, reprasentiren, 
stellen U-\-JU, F-f ^F, fV-^^JfV die Zerlegung jener Excuraion E' nach 
den von M^ ausgehenden Tangenten 7|, r^, Tj dar. 
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Ich werde nan die dem Punkte üf' zogehörigen Gröfseo U-f-'^U» 
®-f^S, fBi'\'J^ berechnen, indem ich dabei einerseits die Excursion E' 
durch die Functionen U, V, W, andererseits die Lage des Punktes M! durch 
seine relativen Coordinaten /iX, JY, JZ gegeben betrachte; und dadurch 
für tt-f'-^tt etc. oder vielmehr ffir z/U, d^^ J^ zu Entwicklungen ge- 
langen, welche den in (45.) aufgestellten analog sind, nfimlich ebenso wie 
jene nach Potenzen von JX, JY, JZ fortschreiten, deren Coefficienten 
aber anderer Art sind, nSmlich abhängig sind von den Functionen U, V, fV. 
Da diese neue Entwicklung mit der in (45.) identisch sein mufs, so ergiebt 
sieh dann durch Vergleichung der in der einen und in der andern enthaltenen, 
in Bezug auf JX, JY, JZ linearen Terme augenblicklich die Transfor- 
mation der 9 Gröfsen tti, Ui, • • . SB^. Mit dieser aber ist, wie die For- 
meln (39.) und (40.) zeigen, zugleich die Transformation von 4^ selbst 
vollendet. Beachtet man, dafs es sich hier bei der neuen Entwicklung von 
Jtt, ^SB, J^ nur um die Kennlnifs der in Bezug auf JX, JY, JZ 
linearen Terme handelt; so ist klar, dafs man bei Ausführung derselben die 
zweiten Dimensionen von JX, JY, JZ oder (was dasselbe ist) von Jx, 
Jy, Jz durchgängig fortlassen, d. h. die Charakteristik J wie die Diffe- 
rential-Charakteristik d behandeln kann. Mit RAcksicht hierauf Ifllst sich die 
in Rede stehende Rechnung folgendermafsen durchfflbren. 

Aus (44.) folgt, weilU und U fOr den Punkt ilf gleichen Werth haben: 
U-\'JVi = E'co8{E',r,) = JB'(cos(JB',jr)cos(ri,ir)-|-..0 
oder nach (43.) und (29^.): 

U'\'J\X = (ti+^ii)«i + (r+-ir)/5i + (u^+^«c^)yi 
oder nach (47.) 

J\X = aiJU'\'ßiJV'\'yiJw 
oder mit nochmaliger Anwendung von (47.): 

Jn = JÜ — (uJa,'\'Vjß,'\'wJy^) 

oder, wenn man für u, v, w ihre Werlhe aus (46.) substituirt, dabei die 
Relationen : 
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berflcksichtigt, und der Kürze wegen 

(47»0 «3 ^ «I + /?, Jß^ 4- y, dy^ = Jp-i, 

setzt, die erste Gleichung des folgenden Systems: 

iJU = JÜ-\- VJpi— WJpi , 
JfQ = JV -\- WJp,— UJp3, 
J^ = JfV-\- UJpt - VJp^, 

in welchem die beiden andern Gleichungen in analoger Weise erbalten wer- 
den. Um diese Formeln (48.) weiter zu entwickeln sind ergieiu fflr Jü, 
JV, JW die Werthe: 

ijü = ü,jQi-\- üijg,-}- r,^(>„ 

(49.) )jv = V,JQ,^ r,jQ,^V,jQ,, 

[JW = WrJQ^-^-W^jQ^+WyJQ, 

einzusetzen, wo U,, Uj, ... FFj (wie fortan stets) die Werthe der Ablei- 

SU SU f5 W^ 

tungen -t— , 3— « • . . -0 — für den Punkt M reprfisentiren. Zweitent sind 

zu diesem Zweck die Werthe von Jpi^ ^^P^t ^Pi so berechnen. Nach 
(29'.) ist: 

1 dx 1 dx 

Daraus folgt: 
und ebenso wird: 

. \ dz f i . dz . dz . i\ 

Die Addition dieser Gleichungen giebt mit Rackaiebt anf (29\) und (47^): 

ji ^ /" dx . dx t dy ^ dy t dz . dz\ 

oder: 

^ 1 ^ f Bx d*x I dy d*y , dz d*z ^ ^ 

"^f' — bc ^AdQ, df,dQ, "T 8^. dQ,d(>, + oft ■3i:^>"'<**' 
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wo för k der Reibe nach 1, 2, 3 zn setzen ist; oder: 

(50.) Jp, = l2,(2,dk)jQt = l((2,31)^p, + (2,32)^(», + (2,33)^p,). 

Es polten nämlich fflr den Augenblick die Abkflrzangen 

dx 8*je , dy d*y _i_ dz d*z . , . 

ax öx ,dydy , dz dz _ . . d(p,q) _ . . 

depdQ, +%8^ "^ö^äeT —^f'^^' -d^ — ^f'9h 

gebraucht werden; Abkürzungen, welche auf der Stelle die Relationen 

(p,qk)-\-iq,pk) = ip,q\, 
{k,pq)-\-(p,kg) = (k,p\, 
{k,qp)-\-{q,kp) = (Ä:,^^ 

geben. Addirt man von diesen die beiden letzten und subtrabirt die erste, 

so folgt: 

2{k,pq) = {k,p\^(k,q)fi — {p,q)t. 

Und daraus ergeben sich fQr die in (50.) vorkommenden Coefficieoten (2,31) etc. 
folgende Werthe: 

2(2,31) = (2, 3), + (2,1), -(3,1),, 

2(2,32) = (2, 3), + (2, 2)3 -(3,2),, 

2(2,33) = (2, 3)j + (2, 3), - (3, 3),, 

oder, wenn man beachtet, dafs {p,q) seiner Definition zufolge identisch Null 
ist, sobald p und q verschieden sind, und dafs aufserdem nach (29^) 

(l,l) = a% (2,2) = 6% (3,3) = c* 

ist* 

(2.31) = 0, 

(2.32) = *|^, 

(2.33) = -c^. 

Setzt man daher der Körze wegen (wie fortan stets) -5— = 0^^ ^^:=bi, 

8c 

•^— = Cj^, so verwandelt sich die Formel (50.) in die erste des folgenden 
Systems : 

Journal für Mathemfttik Bd. LYII. Heft 4. 41 
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(51.) <^^»= ^.J9,-^J9, ^ 



in welchem die beiden andern Fomeln anf analoge Weise entstellen. Snb- 
stitoirt man nnn die Wertbe (49.) und (51.) in (48.), so ergiebt sich: 

(52.)Ls = (F, -^)^(». + (F. + ^+ ^)^e. + (F, - ^)^e.. 

Nunmehr bleibt schlieDifich nocb fibrig, äq^^ ^^, ^^ durch ^Xj JY^ ^Z 
aiiBsudrflcken. Aas den Gieichongen: 

etc. 
folgt nach (29^.): 

and ans diesen dnrch AaüAsang nach aJQg^ ^^9%3 ^^9%* 

aJffi = «i^x-f /Jj^y-j-y^-^«, iJf^ = etc., 

oder nach (41.)- 

mJffi =z MM' (aieas{3i3F,x) -{-•••% iJffi = etc., 

oder nach (29^.) ^ 

mJ(f^ = MM' cos (MM', ri% iJ(ft = etc., 
oder endHch nach (42.) : 

(53.) mJifg = JX^ iJ^ = JT, cJ^ = JZ. 

Vergleicht »an nan schlielslich die Formeln (52.) 9 nachdem in ihnen fiftr 
^^19 ^Ch9 ^(h die obe> gefimdenen Werthe (53.) snhitiUrirt sind, mit den 
Formeln (45.); so ergiebt sich: 
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\ * a ab ^ ^ b ^ bc * ba ^ ^ c cb ^ 

a ac ' * b be ^ c * ca • e6 

Diese FormelD (54.) in Verbindang mit den Formeln (39.) nnd (40.) stellen 
den transformirten Werth des Aasdrncks ^ dar. 

Zugleich mag bemerkt sein, dals aus (54.) unmittelbar folgt: 

(56.) {».-„. =±(i^_i^), 



". -". = ^(^-W) 



S. 13. 

Snbstilation von O in die Formeln für Q. 

Es soii gegenwärtig in der fflr erhaltenen Formel (33.) nnd (36.) 
(57.) Öco8((?,T,) = (*,r), 

(58.) (*,ir) = -I — g^+_-^^+^.g^-f^-5^; 

der eben gefundene Werth des Aasdrncks ^ snbstitnirt werden. 
Da nach (39.): 

2* = H-{-2Ke-\-{K-\-3k)efi-{K-\-k)T-^i4K-\-4k)^ 
ist, so folgt ans (28^.): 

oder, wenn man berflcksichtigt, dafs, wie sich augenblicklich ergiebt, 

(0,tt) = (0, ») = (©, IT) = 0; 
dafs ferner, wie bereits in (25.) bemerkt, 

(yt, tt) = (^, r) = (y/, ii>) = 0; 

und dafs demsufolge nach (28'.) auch 

(0, fO = und (^, 17) = 

41* 
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sein mufs: 

(59.) (*, U) = i^(0^, ü) + ^(r, ü). 

Für den ersten dieser beiden Terme giebt die allgemeine Formel (36.) oder 
(58.) folgenden Werth: 

oder, wenn man beachtet, dafs in dem Ausdruck 6^«=tti-f 9$2-f ^3 C^ach 
(54.)) weder XTj noch U^ enthalten, und dafs V von den Functionen U, 
V, W Oberhaupt unabhängig ist: 

oder mit Rflcksicht auf (29^) und (54.): 

oder: 

oder endlich: 

(60.) fl*c(0*, F) = 26c|^. 

In Ähnlicher Weise erhält man fär den zweiten Term der Gleichung (59.) 
zuerst nach (58.): 

x7fT iT\ — aTv , d dTv , d dTv , d dTv 

sodann mit Rflcitsichl auf die Wertbe, welche IB3, ^2 etc. in dem Ausdruck 
r=(gj,— gBj)*+(Si— Uj)'+(^— 3Ji)* den Formeln (54.) zufolge besitzen: 

vrr 17^— ^ g[(tt«-».)'+ma-gg.)*] I 9 V7 a(ttt-g.)* , r, a(u,-aB.)* 

W^A,V) V ^ ^^^^y,——^ "Top, W^ 

oder 

abc{T, U) 2[(U.-Sg,)a,c-KU3-ggx)«3»]+2 ^°'^^~^'^ +2 ^^*^V-^'> 

oder endlich: 

(61.) «*c(r, ü) = 2a( ^^(^-»'> + ^^<"j-^.) ). 

Substituirt man schliefslich in dem Werth (59.) von {^, V) die eben be- 
rechneten Terme (60.) und (61.), so verwandelt sich die Gleichung (57.) 
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in die erste des folgenden Systems*: 

(63.) (ff.«(ft.,, = i±S^ + iüi(f£<|=a) + ä£(^), 

in welchem die beiden andern Gleichungen auf analoge Weise abgeleitet 
werden können. Um die Transformation der Formeln fflr die Kraft Q zn 
yoUenden, wflrde nur noch erforderlich sein, dafs man in diesen Gleichun- 
gen (62.) fflr e, (S8j— SB,), (SB, — Uj), (U,-9Ji) die in (55.) und (56.) 
angegebenen Werthe einsetzt. 

§. 14. 

Substitution von in die Formeln für P. 

Nach (33.) und (36.) ist: 
(63.) Pcos(P,T,) = y.(*, U)„ 

(64.) (*, ü ), = Qjj-a eos {y, Tj)-f- g^ ft cos (y, Tj) -{- ^ c cos v, t,). 

Beachtet man nun, dafs (nach (54.)): 

ilL _ i®L _ J§®t — ± ö^ _ il®s. _ §??L _ ± 

ett. _ asB. _ agg. _ i 

öl/, ""öF, ~ dw,~ c 

bt, und dafs ferner (ebenfalls nach (54.)) alle andern Ableitungen der 
9 Gröfsen Ui, tU, ... ^3 nach irgend einer der 9 Gröfsen 17^, U2, ... Ws 
Nnll sind; so ergiebt sich augenblicklich: 

Hierdurch verwandelt sich die in (63. 64) für P aufgestellte Formel in die 
erste des folgenden Systems: 

PC0S(P,T|) = y(^COS(>',Ti)-f ^C0S(V,T,)-f ^COSCr^T,)), 

(65.) Ip COS {P, ri) = q (gg- COS (y, tJ + ^ cos (v, t,) -f ^ cos (v, Tj)) , 

P cos (P, T, ) = y (^ cos (V, tJ 4- ^^ cos (y, T,) -f ^ cos (V, Tj)) , 
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in welcbem die beiden andern Formeln in Ähnlicher Weise zn erhalten sind. 
Vergleicht man diese Werthe der Peos(P,ri,).m\l den in (22.) fftr die Pi 
anfgestellten ; und beachtet man, dafs (nach (39.) und (40.)) der trans- 
f ormirte Werth von ^ ans den 9 Gröfsen Ui , Ua , ... SBs ganz ebenso xa- 
sammengesetzt ist, wie der ursprüngliche Werth von ^ aus den 9 Gröfsen 
tii, tft, ••• w^; so ist klar, dafs die hier erhaltenen Formeln (65.) den dort 
aufgestellten (22.) vollstSndig analog sind, dafs nSmlich die einen Formeln 
in die andern fibergehen, wenn man die Buchstaben x, y^ %, ti^, ti,, ... tr, 
respective mit T| , tj , T3 , U| , U2 , • • • 9ßs vertauscht. Die Formeln (22.) sind 
identisch mit denen in (26.)- Wollte man also die Transformation der For- 
meln fQr die Kraft P vollständig durchführen, so hStte man nur in jenen 
Gleichungen (26.) durchgängig x^ y^ z^ Ui^ u^^ ... w^ mit Ti, r,, T39 tti, 
Ua, ..' 9B3 zu vertauschen, und sodann schliefslich fflr Ui, U3, ... 98) die 
in (54.) aufgestellten Werthe zu substiluiren. 

Halle, im October 1859. 
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Theorie der eircolarpolarisirenden Medien. 

(Von Herrn A. Clebsck zu Carlsruhe.) 



Am 25'**^ Bande der Comptes Rendus bat Cauchy das System von 
Differentialgleichungen, welches der Moleculartheorie zufolge die Bewegungen 
eines elastischen Mediums darstellt, durch Hinzuffigung gewisser, physikalisch 
noch nicht vollkommen erklärter Terme für die Darstdlung der Erscheinungen 
der Circularpolarisation brauchbar zu maclen gesucht Indefs ist mir nicht 
bekannt, dafs die vollständige Theorie jener Gleichungen, welche ein viel- 
faches Interesse darzubieten scheint, jemals irgendwo gegeben wäre. Ich 
habe daher eine solche Darstellung im Folgenden unternommen, und dabei 
aocb jene FfiUe nicht aufser Augen gelassen, welche den zweiaxigen Erystal- 
len analog sein worden. Denn obwohl bis jetzt keine zweiaxigen Erystalle 
bekannt sind, welche die Erscheinungen der circnlaren Polarisation aufweisen, 
so scheint es doch nicht unmöglich, ja fast natfirlich, dafs dergleichen in der 
Natur existiren , so wie der Quarz ein Beispiel fflr die einaxigen darbietet. 
Vor allem aber erfordert die elegantere und äbersichllichere Darstellung der 
Theorie die Behandlung des allgemeineren Falles, woraus sich dann die 
Theorie der einaxigen Erystalle auf die leichteste Weise ergiebt; so wie d^nn 
die üfaccti/o^Asche Theorie einen äufserst einfachen Fall der gegenwärtigen 
Resultate darstellt. 

Ich habe zugleich versucht, die Gleichungen auf eine Weise zu deuten, 
welche von der früher versuchten wesentlich verschieden ist. Aber es scheint 
auCser Zweifel, dafs die Yersuche von Cauchy und Laurent, aus der blofsen 
Molecularanziehung diese Gleichungen zu erklären, verwickelt und gezwungen 
ausgefallen sind, und dafs es nicht unpassend sein dürfte, eine einfache Er- 
klärung an die Stelle zu setzen, wenn auch dieselbe den Boden der blofsen 
Molecularanziehungen verläfst und einige Verwandtschaft mit dem Weber^ 
sehen nnd AmpJiresc\ieii Gesetze zeigt. Ist doch auch das erstere vor nicht 
langer Zeit von Herrn Neumann mit Erfolg zur Erklärung derjenigen Drehung 
benutzt worden, welche die Polarisationsebene durch den electrischen Strom 
erfährt *). 



*) C. Neumann, Dissertation, Halle 1858. 
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Ich beginne damit, die Cauchj/schen Gleichungen in derselben Weise 
zu begründen, wie es von Cauchjf selbst im 30'*^'' Bande der Comptes 
Rendu9 geschehen ist. 

§. 1. 

Aufstellung der Gleichungen. 

Es seien x^ y» z die Goordinaten eines MolecOls in der Ruhelage, 
Xi^ Xi9 Zi die eines benachbarten, m, tn^ ihre Hassen, u, v^ w und 
fix, ^19 Wi die Projectionen ihrer Verschiebungen auf die Goordinatenaxen. 
Die Bewegungsgleichungen für das System von MolecOlen sollen so beschaffen 
sein, dafs die Beschleunigungen eines MolecOls sich als lineare Functionen 
der relativen Verschiebungen der übrigen Molecflie darstellen, so dafs also 
die Form der Gleichungen folgende ist: 

^ = 2tn,ia (11^-11) + * (r^— r)4-c {w^ — w)')^ 

^ = -2'm,(a"(w,-ti)+*"(r,— r)+c"(ir,-ti;)), 

wo die Summe sich auf alle Molecfile mi erstreckt, und a, b, c etc. nur von 
den relativen Goordinaten der Ruhelage 

Xi-^x, yi — y, Sil—z 

abhftngig sind. Die gedachten Eigenschaften finden sich sämmtlich bei den 
gewöhtt^lichen Gleichungen für die Bewegung eines Systems von Molecfllen, 
wenn sich dieselben nach irgend einer Function der Entfernung anziehen. ^ 
Die Beschleunigung in irgend einer durch die Gosinus a^ ß, y ange- 
deuteten Richtung ^oll nun allein von den geometrischen Beziehungen abhfingen, 
welche zwischen dieser Richtung, der Richtung der ursprünglichen und der 
späteren Verbindungslinie -der Molecüle m^ m^ eintreten. Diese drei Richtun- 
gen sind gegeben durch die Projectionen 

a Xi — x x^ — X'{-Ui — u 

ß yi—y xi-r + t^i-r 

Y Zi — z Zi — z-\'Wi — w; 

und die geometrischen Beziehungen kann man repräsentirt denken durch die 
relativen Entfernungen 
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^ = {X, - xy -f (y, - r)'V («i - s)' und 

C* = (J?i — a;-|-tt,-M)'+(ri-x-f »1 — p/-f(ar,-«^.ii,, — 11,)% . 

zu denen die analoge Gröfse ct^ -\- ß^ ■{- y^ = 1 binzutrilt; so wie durch die 
Producte der Radien mit den Cosinus der von zweien der Richtungen ein- 
geschlossenen Wiolcel : 

« (X|— « -f tti— u)-|- /?(yi— y-f »1— p) -f- y(«,— «-[- iTj— M>), 
{Xi—x)(a:,—X']^u,—u)'\-(y^—y){y^—y-\-v,—v)'\-{z^^zXz,—Z'{'W^^w). 
Die Beschleunigung in der gegebenen Richtung: 

=-2'oi,((ttj— «)(«a-f-/?a'-fyfl")+(r,— ü)(«*-|-/3*'-j-j'ft")-f(M'i-ir)(«c+/9c'-f-yc")) 
darf also nur von den sechs GröCsen 

«'W+f = 1 » <J!"i-*)(«i-«)+(yi-r)(«'i-»)+(«i-«)(««'i-««'), 

abhängig sein, welche die oben aufgefObrten sechs Gröfsen ersetzen, so wie 
YOD beliebigen Combinationen derselben. Unter den letxtem verdient nur 
eine hervorgehoben zu werden, nömlich die Determinante 

a Xi — X Ui —u 

ß yi--T ^i —^ 

Y Zi — «- utf — w 

deren Quadrat sich rational durch ^ene Gröfsen ausdrückt, und welche der 
einzige rationale Ausdruck iät, welcher durch irrationale Operationen aus den- 
selben erbalten werden kann. Da nun ferner aber die gesuchte Beschleunigung 
sich offenbar in a, ß, y, so wie in Wi— «, Vi—v, w^—w rational und linear 
ausdrückt, so bleibt nur Obrig, dafs der Ausdruck unter dem 2 sich als 
lineare Function der drei Gröfsen 

{a(a?i-a?)+/3(y,-y)+y(«i-«)}{(Xi-ar)(w,-ii)+(y,-->0(«^i-«^)+(^^ ^ 

darstellen mufs, deren Coefficienten allein von r abhängen und durch 9>(r), 
y;(r), x(f) bezeichnet sein sollen. 

Journal fUr MiUhematik Bd. LVIL Heft 4. 43 
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Vergleicht man daher diesen Ausdruck mit dem Ausdruck der ge- 
suchten Beschleunigung, so findet sich: 

«' = X{r)iZi~z)-\-y/{r)(yi—yXxt — x\ 
«" = —Xir)(yi — y)-\-y'{r){Zi — z)(Xi — w\ 
b = —x{r)(Zi — z)-\-y;{rXxt — x)(yi—y\ 
b' = <)P(r)-l-V(r)(r, — r)% 

*" = x(»")(^i— *)+v (*•) («!—«)( ri-r)^ 

c = xir){yi—y)-\-yf(r){Xi — x)(Zi — z\ 

d = —;f(r)(a:,— JF)-fv(r)(yi— >-)(«! — «), 
c" = <f>{r)\^{r){z^-z)\ 

Und demnach nehmen die Gleichungen (1.) folgende Gestalt an, welche den 
gestellten Bedingungen auf die allgemeinste Weise entspricht: 

■|jp-==rmtf9(r)(M,—M)4-^(r)(x,—x){(x,—j:)(tt,— «)+(;>',— 7)(w,—»)4-(2,—a)(H'j—ic)j 

+Z('-)((ri—r){M'.—«»)-(«i—*)('''i —"))]. 

(3.) < rfiF ~ •^"»i[*Jp('")(''«— *')+^('')(:>'t— ^) {(-^i— ^)(«i— ")+0'i— r)(»'i^«')+(«i— »Xwi— »)l 

+«(»•)((»,— »)(m,—m)—(x,—4")(h>,—io))], 

Inf fi) 

+z(r)((j^i—^)(t^,—i')—(ri—r)(«t —«))]. 

Nor durch die letzten Glieder unterscheiden sich diese Gleichungen von den 
gewöhnlichen Gleichungen fflr die Bewegung elastischer Medien. Denn ob- 
wohl dieselben eine Beziehung aufstellen zwischen den Functionen ^>{r) und 
y/(r}, so ist doch dieser Umstand unwesentlich, da er auf den ferneren Gang 
der Untersuchung durchaus keinen Einflufs flbt. 

Physikalische Deutung der Gleichungen. 

Ich will versuchen diese von Cauchg fOr isotrope Medien aufge- 
stellten Gleichungen einer physikalischen Deutung zu unterwerfen^ wenn auch 
die Hypothese etwas gewagt scheinen mag, welche sich mir zur Aufstellung 
der Gleichungen dargeboten hat. 

Nehmen wir an dcLfs zwar in jedem Augenblick die Molecüle sieh 
nach einer Function f{r) der Entfernung anziehen, dafs aber aufeer* 
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dem durch die Bewegung selbst auf irgend eine Weise in denselben in 
jedem Augenblick eine (nicht wieder verschwindende^ Kraft erregt wird, 
welche senkrecht gerichtet sein soll gegen eine, der Verbindungslinie und 
der relativen Geschwindigkeit gleichzeitig parallele Ebene. Da sich die 
Cosinus der Verbindungslinie gegen die Axe verhalten wie 

^i — x-^-Ui — uiy^ — y-^-v^ — viZir-^z-^-Wi — w, 

die Cosinus der Richtung der relativen Geschwindigkeit aber wie 

d{u^—u) ^ d(v^ — v) ^ d(to^ — tv) 
dt ' dt '* dt ' 

so sind die Cosinus der Normale derjenigen Ebene, welche beiden Richtungen 
parallel ist, mit Vernachlässigung von Gröfsen höherer Ordnung, proportio- 
nal mit 

und damit die Summe der Quadrate gleich 1 sei, mufs man diese Gröfsen, 
um die Cosinus selbst zu erhalten, dividiren durch 

+ vr3ma, 

durch y die relative Geschwindigkeit der Molecfile bezeichnet, durch a aber 
den Winkel, welchen deren Richtung gegen die Verbindungslinie (r oder p) 
der Molecfile bildet. 

Dieses Nenners wegen nehme ich nun an, dafs die gedachte, in 
jedem Augenblick entstehende Kraft proportional ist einer Function der 
relativen Entfernung F{r) und derjenigen Componenten v sin cl der re^ 
lativen Geschwindigkeit, welche gegen die Verbindungslinie senkrecht ist. 

Dann sind die Componenten der Kraft, welche in dem Zeitmoment dt 
entsteht, offenbar 

mmi — ^ Uzi — z) {dUi — du) — (jr, — x) {dw^— dw)]^ 



m m, -^ {(Xi — 3?) {dPi — dv) — (y, — y) (dui — du)]. 

T 
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Um daher die Gomponenten zu finden« welche auf diese Weise vom Beginn 
der Bewegung, wo alle u, v, tr Null sind, bis zu einer beliebigen Zeil ent- 
standen sind, hat man nur zu integriren, und erhält 

^ W»! ^ {(^l — «) (^1 — tl) — (X, — jt) (iTi — W)]^ 

m m, ^' {(*, — x^{v^ — 9) — (y\ ^ y) {n, — n)}, 

welches genau die zur Bildung der letzten Glieder in (2.) nothwendigen 
Gomponenten sind, wenn man durch xiV) ^^^ Function 

bezeichneL Da die andern Glieder der Gleichungen (2.) aus der Function f{r) 
auf sehr bekannte Weise erhalten werden, so sieht man, dafs in der That die 
angenommene Hypothese genflgt um auf diese Gleichungen zu führen. Ich 
wende mich aber dazu aus den Gleichungen (2.) die Folgemngen zu ziehen, 
welche die aus ihnen erklärbaren Lichterscheinungen umfassen. 

$. 3. 

Einfachste Integrale. 

Nach dem Vorgange von Cmicny setzt man die Integrale der Glei- 
chungen (2.) md ähnlicher ans particularen Integralen zusammen, welche die 
Gestalt haben 



— 2i 

u = Ae 



j-^ax Yßy^yz mi)y'^l 



9 



(3.) < V = ^^T^"+/'r+r— ov-i^ 

w ^«* Ce^ 

Darin sind A, B, C reelle oder imaginäre Gröfsen. welche för alleMoIecQle 
die nämlichen Werthe haben; ferner n, ß, y, k willkQrliche reelle Gröfsen, 
wolche die Bedingung w 

erfflUen. Wenn man sodann von den Ausdrücken (3.) nur die reellen Thelle 
zuröckbehält, so stellen sie reelle Bewegungen dar, a, ß, y sind die Cosinus 
der Normale der Wellenebene gegen die Axe, k die Wellenlänge, m oder 
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der reelle Theil von m die Fortpflanzongsgeschwindigkeit der Welle. Es 
kommt zunächst darauf an die Beziehungen zu ermitteln, weiche zwischen 

diesen Gföfsen eintreten müssen, damit u, v, w als parliculare Integrale der 
Gleichungen (2.) angesehen werden dflrfen. 

Fahrt man die Ausdrücke (3.) in die Gleichungen (2.) ein, so kann 
man denselben sehr leicht folgende Gestalt geben, welche im Folgenden zu 
Grunde gelegt werden ^tt: 

(4.) )B(m'^/^) = CnA^c^B+c,,Ci-{c,A- c,C))^-\, 

Darin sind /a und die Gröfsen c durch die drei Grundfunctionen 

^2;fni(p(r){e * —1}, 



u = 



(5.) 



4n' 



2n V— 1 



in solcher Weise ausgedrückt, dafs 



'11 



d*H 

da* ' 


5»fl 


Ci = 




d*H 

dß* ' 


d'H 

^^' drda '■ 


C2 = 


" dß' 


dr* ' 


^^ dadß' 


Cj = 


dK 



(6.) <c„c= 

Denkt man siph das Medium homogen und die Summen (5.) ausge- 
fObrt, so werden dieselben nur von den Gröfsen a, ß, y, l abhängig, nehmen 
aber für alle Funkte des Systems dieselben Werthe an; wodurch die An- 
nahme gerechtfertigt ist, dafs A, B^ C, m gleichfalls fftr alle Punkte des 
Systems die nämlichen Werthe erhalten sollen. 

Wenn man aus den Gleichungen (4.) die Verhältnisse der A, B, C 
eliminirt, so findet sich eine cobische Gleichung für m\ Man sieht also, dafs 
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eine Weile von gegebener Richtnng und Wellenifinge sich mit drei ver- 
schiedenen Fortpflanzungsgeschwindigkeiten bewegen kann^ welche den drei 
Wurzeln der cubischen Gleichung entsprechen, und zwar nach beiden Seiten 
der ursprQngiichen Welle, da das Vorzeichen von m selbst noch unbestimmt 
bleibt. Das Resultat der Elimination ist die Determinante 

Cii—m'^—fi c„— C3/— 1 i?u + e2>/— 1 
(7.) p = Cia + c,)/— 1 Cn—m^—fi c^^—Ciy—i = 0. 

Bezeichnet man aber durch J diejenige Determinante, welche man erhalten 
wflrde, wenn die von der Circularpolarisation abhängigen Glieder nicht vor- 
handen wären, 

Cii — ta^ — fi C12 Ci3 

(8.) ^ == C|2 C22 W^ ^ «23 

Ci3 C21 e^ — tn^ — fi 

und durch ^ die Function, welche fflr die C|, c^^ c^ von der zweiten Ord- 
nung ist, und als deren Determinante J angesehen werden kann: 

(9.) yi = cj(c,i — in^ — ^)4-c^(c22 — w^ — /t/)-f c5(C33 — m'— /i) 

+ 2^23 C2 Cs + 3C31 C3 Ci 4- 2^12 Ci C2 , 

so nimmt die Gleichung (7.) ohne Weiteres die F&rm an: 

(10.) S = J — yt = 0. 

Diese Gleichung hat merkwürdige Eigenschaften, wodurch sie und die Glei- 
chungen (4.) als eine natärliche Erweiterung derjenigen Gleichungen erschei- 
nen, auf welche man in der Theorie der Säcularstörungen und in so vielen 
andern Fragen geführt wird. Sind nämlich die Gröfsen c sämmüich reeU^ 
so sind die Wurzeln der Gleichung (10.) gleichfalls immer reell; und 
sind etwa noch zwei dieser Wurzeln einander gleich j so reduciren sich 
die Gleichungen (4.) auf eine einzige, sobald man fiir m^ eine dieser 
gleichen Wurzeln einführt. 

Die Realität der Gröfsen c soll im Folgenden immer vorausgesetzt 
werden. Hierzu ist es 2. B. hinreichend, wenn auf jeder durch ein Holecäl 
gezogenen Linie die von ihr etwa innerhalb der Anziebungssphäre getroffenen 
MolecOle sich symmetrisch vertheilen. Denn wenn man unter dieser Voraus- 
setzung die Exponentialgröfsen in fi, JET, K nach Potenzen entwickelt und 
die Summe ausfahrt, so entspricht jedem Punkte m^ ein anderer, dessen 
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relative Coordinaten Xi — x, yi— y, z^ — z sich von denen des ersteren nur 
durch das Vorzeichen unterscheiden. Indem man daher das von solchen 
Punkten herrfihrende zusammennimmt, zeigt es sich, dafs alle Glieder, welche 
ungerade Dimensionen der relativen Coordinaten oder ungerade Potenzen von 
}/ — 1. enthalten, sich gegenseitig zerstören, und dafs die Functionen /i, U, K 
dahep nothwendig reell sind; ebenso aber dann auch die c, welche durch 
Differentiation aus diesen fliefsen. 

Ich werde aber die oben angedeuteten Sätze nunmehr zunächst nicht 
an dem System (4.) sondern an dem allgemeinsten System beweisen, wel- 
ches sich in analoger Weise aufstellen läfst. Dasselbe ist folgendes: 

A^X == (CnA + ^12-^2 + ^13-^3-1 Yc^n^n) 

+ )/-l(*HJ,+ *12^2+*l3^3+-+ftln^J, 

A^T = {C2iA^-\- C2iA^'\-c^A^-\ Yc^^A^) 

(11.) < +1/-1 (421^1+ Ä22X+ft23^3+-+*2n^nX 



wobei 



A^X = (C^i^i-f ^«2-^2+ ^'•3-^3 + -r' + ^nn-^J 



(12.) c,a = Ca„ *.*+ft« = 0, *,v = 0, 

so dafs die c die Elemente einer symmetrischen Determinante, die b dagegen 
die einer Determinante bedeuten, deren gegen die Diagonale symmetrisch 
liegende Elemente entgegengesetztes Vorzeichen haben. Das System (11.) 
geht ffir n = 3 in das System (4.) Ober, wenn 

gesetzt wird. 

Da die Gröfsen c, b sämmtlich reell voraosgesetzl werden, so kann 
man setzen: 

(130 i*. = P. + (?,Y~i, 

and das System (11.) in die beiden zerfallen: 

wo denn die P, Q sämmtlich reell sein können, sobald x reell ist. Ist ferner 
sf eine andere Wurzel der Gleichung vom n'** Grade 
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(15.) !^"r*ii/—l—^ <'«+*«>'— * Cij+*u)'— 1 •• C„+Ä„»^— 1 

welche man für x aas (II.) durch Elimination der A erbill, and sind P', Q 
fQr x' dasselbe, was P, Q für x, so ist aach 

und weoD man nun diese Gleichungen mit Qi, Pi, die Gleichungen (14.) mit 
ffi, Pi multiplicirl, so erhält man leicht nach einem bekannten Sats Qber die 
homogenen Functionen zweiter Ordnung die Gombinationen: 

(x-x'):SiP,P! = ^i^^kKiPiQk-^QkPl), 
ix-x'):s,Q,Q, = 2,:s,ba{P,(yi-QiPih 
(x-x')2,Q,p; = :s,2,ba{PkPli'Qi(yk\ 

(x-x')2:(y,P, = ^:S::S,ba{PiPi+QtQi). 

Da nun die rechten Ti'eile nach (12.) ihre Zeichen ändern, wenn man die 
Indicesf, k vertauscht, so folgen hieraus, wenn x, x' von einander verschieden 
sind, die Gleichungen 

welche Fundamentaleigenschaften des Systems (11.) angeben. 

Die erste Gleichung (16.) zeigt, daps alle Wurzeln der GleicAung (^io.') 
reell sein müssen. Denn hätte x die Form cL^ß^^A^ so könnte, da die 
Coefficienten in «$ offenbar sämmtlich reell sind, x' die Form a— /?}^— 1 an- 
nehmen. Dann könnte man aber auch setzen 

p.. = «,+ Ä-.-y-i, Qi = T.,^ üii-\, 

und die erste Gleichung ( 6.) ginge aber in 

was unmöglich ist, da die R, S, T, ü sSmmtlich reelle Grdfsen beceaten. 

Sind aber zwei Wurzeln der Gleichung 8 = einander gleich, 
so reduciren .sich die n Gleichungen (1 1 .) auf nicht mehr als n — 2 von 

einander verschiedene. Es raufs nämlich alsdann aufser Ä auch noch — 

dx 
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verschwinden. Bezeichnet man nun durch Sa, die Differentialquotienten der 

SS 
dx 



SS 
Determinante ^ nach ihren einzelnen Elementen, so ist die Gleichung ^- &= 



identisch mit der folgenden: 

(17.) Äu+«« + -- + «-n = 0- 

Da aber i9 verschwindet, so kann man bekanntlich immer solche Gröfsen 
Piy ^19 ••• bestimmen, dafs 

Nun zeigt der blofse Anblick von S, dafs S^ und S^ sich nar darob das 
Vorzeichen ihres imaginären Theils von einander unterscheiden. Man kann 
daher auch die p, q immer so bestimmen, dafs zwischen pi, q^ nur derselbe 
Unterschied stattfindet, d. h. dafs 

Fahrt man nun dies In (17.) ein, so erhfilt man 

d. b. alle a^ ß rofissen verschwinden, mithin auch alle S^,} und dies giebt 
genau die oben bezeichnete Eigenschaft^ dafs die Gleichungen (11.) sich auf 
nicht mehr als n— 2 reduciren. 

Hierdurch sind die beiden angegebenen Sätze auch ffir das System (4.) 
und die Gleichung (7.) bewiesen. Indefs Ist es zweckmifsig, den ersten der- 
selben noch direct aus der Form (10.) abzuleiten, was sehr leicht ist, and 
was zugleich Grenzen fflr die Lage der Wurzeln anglebt. Zu diesem Ende 
denke Ich mir drei lineare Verbindungen Hi, 1I2, a^ der i?|, c^, C3 so be- 
stimmt, dafs die beiden identischen Gleichungen erfflllt werden 

Nach der Theorie der Oberflachen zweiter Ordnung Ist dies Immer auf reelle 
Welse möglich; und zwar bestimmoD sich die X aus der cobischen Gleichung 

Cn Xf C|2 , ^13 

^31 9 ^32 9 ^33 — * 

80 dafs man offenbar die Identische Gleichung hat: 

J = (ii — 1»^ — /i) (A2 — m* — iu) (i, — m* — ^). 
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Daher nimnit die Gleichung (lO.)? indem man diese Werthe in dieselbe ein- 
fährt, die Gestalt an: 

Setzt man hier der Reihe nach ^^-{-^1 = -f ^^ ^19 ^i — ^ un<l i^^ ^i]!>^I>^9 
so findet sich der Aasdruck rechts abwechselnd positiv und negativ. Und 
dies giebt also den Satz: 

Von den drei Wurzeln der Gleichung (10.) ist eine gröfser aU 
die gröfete Wurzel der Gleichung ^/ = 0, mne andere kleiner als die 
kleinefe Wurzel jener Gleichung, während die dritte zwischen der grOfs^ 
ten und kleinsten Wurzel derselben liegt. 

§. 4. 

Bewegungsellipsen für die drei Wellen. 

Um die wirklichen Bewegungen anzugeben, welche den Integralen (3.) 
entsprechen, hat man nur diese auf ihre reellen Theile zu reduciren, welche 
den Bewegungsgieichungen fflr sich genflgen müssen. Hierbei ist zu be- 

merken, dafs die A, B, C einen gemeinschaftlichen Factor e * enthalten 
können, welcher wegen der darin enthaltenen willkfirlichen Constante t ganz 
beliebig ist. Setzt man also 



= {A'-\^Ay-i)e ^ , 

2nmr 

(17«.) <B = (ß'+Ä'7-l)r^ , 



2nmr y_^ 



c = (C'+c'v-i)« ' 

so werden die reellen Theile von (3.) folgende: 

(18.) } p = B'cob(;"'^^-^^-^^*-'^ 2n) - B" An{^'^^y'^-'^^'-^ 2^), 

u, = C'cos(2£±M2|i::2i(?=^ 2n) - C'sin ('^f/'r+y»-"'«-^) 2^), 

wenn, wie im Folgenden vorausgesetzt werden soll, m reell ist. FAr die 
Bewegungen, welche den beiden andern Wurzeln der cubischen Gleichung 
entsprechen, sollen m, x, A' etc. die Indices 1, 2 erhalten, und auch diese 
Wurzeln sollen als reell betrachtet werden. 
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Die Gleichangen (18.) stellen eine Ellipse dar, deren Mittelpunkt in die 
Ruhelage des bewegten MolecQls fällt, und deren Ebene durch die Gleichung 

(19.) = ti (Ä' C" — C B") + r (CA' - A C") + w {Ä B" — B'A") 

ausgedrückt ist. Diese Ellipse hat ferner zwei conjugirte Durchmesser, 
deren Endpunkte die Coordinalen A, B', C und A", B'', C" haben; denn 
um den Endpunkt des Durchmessers A', B\ C zu finden, hat man nur 
ttx '\- ßy -^^ yz — m{t — x) gleich Null zu setzen; und man erhält för eben 
diesen Werth dann leicht 

lu.dvxdw = A":B":C"i 

i. h. die Tangente am Endpunkte des einen Durchmessers ist dem andern 
parallel, daher die Durchmesser conjugirt, wie es sein sollte. 

Die Curve aber, welche die Gleichungen (18.) darstellen, bleibt un- 
geftndert, wenn man das Argument des sin. und cos. um eine beliebige 
Gröfse & vermehrt und vermindert. Setzt man dann der Kürze wegen 

(20.) U = ^(aa?-f /3r+y«-iii(/-T))-^, 

80 gehen die Gleichungen (18.) über in 

!u = (A cos & — A" sin ») cos U — {A sin & \ A' cos &) sin ü, 
V = (Ä'cos*— Ä"sin^)co8r— (Ä'sin^ + Ä"cos*)sin«7, 
iv = (C'cos^ — C"sin^)cosü — (C'sin^4-C"cos^;sinr. 

Diese Formeln stellen, da & ganz beliebig ist, die Curve dar, bezogen auf 
ein beliebiges System conjugirter Durchmesser, deren Endpunkte die Coor- 
dinaten haben: 

A' cos &^A' sin », B' cos & — B" sin &, C cos &-C" sin 5> 

J' sin * + ^" cos », B' sin & + B" cos &, C sin & + C" cos &. 

In den di^ei Ellipsen, welche den drei Wellen angehören, kann man nun 
immer leicht drei Radien angeben, welche gegen einander rechtwinklig sind; 
denn wenn man diese als erste conjugirte Durchmesser in die Bewegungs- 
ellipsen einführen wilU so hat man nur &, &i^ &2 so zu bestimmen, dafs die 
drei Richtungen, deren Cosinus sich verhalten wie 

A cos^ — Alsm &, B' cos » — B" sin &, C cos^ — C" sin », 

J'icos^i — Jl'sin^i, Älcos^i — B'i'ßin^i, Cicosd, — d'sin*,, 

J;üos*2 — -4rSin^2, Bicos«^ — J^'sinö^,, C'coa^a — C^sin^j, 
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rechte Winkel einschliefseo. Bemerkt man aber, dafs die Gleicbongen (16«} 
alsdann in die folgenden Obergehn, welche die allgemeinen Beziehnngeo der 
Ellipsen gegen einander characterisiren : 

(j[;j;+Ä;Ä;+c;a)+(^i'^2+ß;'B;'+A"c;;') = o, 

(22) / (^'^i+fi'fii+^'c;)+(^"^;'+Ä"ß;'+c"C7;') = o, 

( j; j" + Biß" + ac") - {A' Äi + ß' ir; + c c,") = 0, 

{A'ä;-\-b'bi^c'C'^)-{A'^a"^b\b"-\-c^C") == o, 

so erhfilt man ffir die S- die Gleicbongen 

lo(A JLA\ — ■^'■■^» + ^'■^» + ^1^« 

«l^ i-^i; JfA'l + WB'l + C'O: ' 

welche offenbar anter allen Umstfinden neben einander besteben können. 

In den Gleichungen (18.) beseichnen aber A', B*, O noch den End- 
punkt eines ganz beliebigen' Dnrchmessers , da es nur darauf ankonmt die 
willkflrliehe Constante % gehörig zu bestimmen, am bei gegebenen Werthen 
von A, B, C jeden beliebigen Durchmesser durch die Coordinaten A', B't C 
darzustellen. Ich werde daher in dem Folgenden durch A\ V» C, Jj, ß^, C^, 
A^^ ^, C^ die Endpunkte dreier Durchmesser bezeichnen, welche gegen 
einander senkrecht gerichtet sind. Es besteben daher jetzt die Gleichungen 

iA\A'^^B,B^-\.ClQ = 0, 

(23.) )a',A^B^B'-\-C^C' = 0, 

\a'A\-\-B'B,-\-C'Ci = 0. 

Ans (22.) folgen dann sogleich die andern: 

lA'lAi;-\-BiB'i-]-Q'C^ = 0, 

(24.) Jj;'^"+fl;'Ä"+c,"C" = 0, 

( A" AI + B" B'l + C" C," = 0. 
Und so hat man den Satz: 

Die Dmrekm«»»er der drei Ellipsen, welche zu drei gefen einander 
senkrechten eonjv^firt sind, sind wiederum gegen einander eenkreeki. 
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Mao kann daher jedes dieser beiden Systeme von Darchmessern als 
Axen eines rechtwinkligen Goordinatensystems betrachten; and bezeichnet 
man die Coordinaten der Systeme durch u\ v\ w* und u*\ v^\ w", so hat 
man zur Transformation derselben in das System u, v, w die Gleichungen: 

ip' u' = Au -f Bv -f C'w, p"u'' = A'u 4- ß"t; + C"ir, 
p[ v' = Au + B,v + C[w, p';v" = Alu + Blv + O, 
p'^ w'^A,u+ B'^v + o, p';w'' = a;u + b;v + c;!w, 

wo der Kfirze wegen gesetzt ist 



111% 



(26.) p\ = M* +• J»i* + 0[\ p'i = y^r + ^r + C7 

Durch Auflösung der Gleichungen (25.) aber erhält man dann die Formeln: 

t^ * p\ ' pt p" ' /»'/ ^ pi 

(270 < r = ^u' + -^ p' + -^11»' = ^ II" + J?^p" 4-i^a>", 

^ ' p'. ' f»; p" ^ p'. T^ p'i 

Hierans ist es leicht die Systeme u', tf, w' and u", v'\ w" darch ein- 
ander aussndrQcken. Setzt man den Gleichnngen (22.) zufolge 

A' Äl -\- B* B'i ^ C Cl' = AA"-^B,B"+QC" = i„ 

and ferner 

( A'A" + ly »" + C C" = fl, 

(29.) LiiJi'+B;i>;'+c,c; = a„ 

80 erhSlt man durch Auflösung der Formeln (27.) nach u', v', w' oder nach 

(30.) \'^'«^ =7?r + -^ + -^, /^iT =_^+^ + _., 

Diese Formeln unterscheiden sich von einander nur dadurch , dafs in 
dem einen System p', p\^ p^^ wo in dem andern p'\ i^g, p2 auftreten. Bildet 
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man dud die bekannten Gleichongen, welche die Systeme als rechtwinklig 
ebaracterisiren, so finden sich fOr die Verbiitnisse der p'* dieselben Gleichun- 
gen, wie fir die der p"*, und man hat daher 



P 'Pt -Pi = P 'Pi ■Pi\ 
oder da die p nothwendig positiv sind, 

P 'Pi'P* = P -Pi-Pt, 
SO dafs man setzen kann 

(31.) p;. = r>.., p;=r>,. 

Da aber die p' etc. nichts anderes sind als die Lingen der conjngirten Halb- 
messer, so folgt hieraas der Satz: 

In jeder der ElUpten etehen £e liängen der §edaehten beiden 
Durehmeeeer in demselben Verkdllnift zu einander. 

Die u',. v', w' werden aber dann mit den tr", v", w" dorch das andi 
umgekehrt gellende System verbanden: 

r'r" «* = -^ ' ^s^ ' ^ 

P* "^ PPt '^ PP% ' 

(32.) l r>f".tf = *Ü^-fii£: +*!?:, 

r'r".«,' =*i^ +-*?! + «s^ü. 
Bildet man nun die bekannten Gleichnngen der Orthogonalitit, so erhSit man : 

P'^ P\^ P\ —"^ '^ '* -p-r p\^ p\ — "' 

p*^ p\^ p\ ^ '^ r^^ ,,* + ;,» ' ;»j -^ "' 

Die letzten Gleichnngen erlanben «> «i, a* durch die Gröfsen b, p ansin- 
drflcken, und geben dann 

a = -^-nf, a,=-f--fip\, a,= -^ /i^, wo 

(33.) ^ . . ' » 

nnd wodurch die ersten Gleichnngen Obergehen in: 

(34.) r'V"=.a^ oder r'r" = ±fi. 
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Es ist hier nur nöthig das untere Zechen za beachten, da man immer dafOr 
sorgen kann, dafs \i selbst oder das Product hh^h^ negativ ist. Wepn das 
Product positiv ist, so braucht man nur alle JJ, ÄJ, C/ mit — -ä-', — B^y — C/> 
und die AI, B'l, €[' mit A!i, B'i, CV zu vertauschen, was erreicht wird, indem 

man in (18.) r; in '^i'\"2~, übergeben iafst, und wodurch die b nur ihre Vor- 
zeichen, nicht aber ihren absoluten Werth verändern. Es bedeutet dies nichts 
anderes, als dafs man in jeder Ellipse statt des einen conjugirten Halbmessers 
den andern, statt dieses aber die Verlängerung des ersten einführt. 

Dies vorausgeschickt, nehmen mit Hülfe der Gleichungen (33.), (34.) 
die Transformationsgleichungen (32.) die Gestalt an: 



ji 



HP HP 



"^ — ph ^ p,b,^ pjb,'' 



w —w = — ^ = ^ &j 

wo noch 0'-^0" = O. 

Diese Gleichungen zeigen, dafs ein und dieselbe Ebene &=0 oder (9"=0 
die Winket der drei Durchmesserpaare halbirt und senkrecht ist gegen 
die Ebenen der drei Ellipsen; da für alle Punkte dieser Ebene 

Die drei Bewegungsebenen schneiden sich daher in einer geraden Linie, 
welche auf dieser Ebene senkrecht steht; und die beiden Systeme recht'- 
winkliger Durchmesser sind in Bezug auf diese Ebene Spiegelbilder von 
einander. 

Ein letztes Gesetz erhält man, indem man aus (33.) die Combination 
bildet: 

p^ ^ Pi pI 

Es ist nämlich 

py^' fin^Wi^i^Ar + ur * + er 

nichts anderes als der Cosinus des Winkels, welchen die beiden conjugirten 
Durchmesser einer Ellipse gegen einander bilden. Bezeichnet man daher durch 
h <i9 ^2 diese Winkel für die drei Ellipsen, so ist 

(36.) cos€-f ^ose^-f cos€2 = !• 
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ie Summe der Cosinus der JVinkel, welche die in Rede s/ehenden Durch- 
messer in den drei Ellipsen gegen einander bilden, ist Eüns. 

§. 5. 
Isotrope Medien. 

Die Gleichungen (4.) gestalten eine vollständige Dlscnssion nor dann, 
wenn das Mediam isotrop ist. In diesem Falle dOrfen die Grundfonctiooen 
fi, K, H ihre Wertbe nicht verändern, wie auch das Coordinatensystem ge- 
dreht werde; d. h. die in ihnen vorkommenden Summen dflrfen nnr von der 
Verbindung 

A« ~ A« 

abhängig sein. Da aufserdem nach (5.) bei einer Entwickelung nach fallenden 
Potenzen von X offenbar fi, H, K sdmrotiich mit der 0*'^'' Potenz von l, nnd 
bezflglich mit der 0*", 2**% 1*'" von «^4-/3^-fy^ beginnen müssen, so kann 
man setzen 

und demnach wird in Folge der Gleichungen (6.): 

f Ci = A 4- «**'* ^23 = ßY^!, Ti = a Ar, 
(37.) J r„ = A + (PK, c,i = y « A', c = ßk, 

wo die Constanlen h, h\ k die Bedeutung haben: 

(38.) \ti=. 2A„-f-4|i- + 6^ + ..., 

* = <*«+ ^\ ^+-> 

Durch Einführung dieser Bezeichnungen geben die Gleichungen (4.) in die 
folgenden Aber: 



(A-/t-m^)^(Ä-fÄ'-^-m'), 
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(39.) {B{ni'-\-fM-h) = /9A'(a.4^-/3fi + yC)+Ä(y-4-aC)]/-l, 

Um die cubische Gleichung zu bilden, deren Wurzeln die mit tn^ be- 
zeichneten Gröfsen werden* hat man nach (10.) die Functionen zu bilden: 

a^h'-m^-fx^h,aßk\ ayh' 

^= aßh', ß'K-'m^^ii\h,ßyti 

ayh\ ßyh\ y W -m'-^-j- a| 

\ 2a^/J'A'4-2/3y A'-f 2y^a^Ä'] 

und die Gleichung (10.) löst sich daher in dw Factoren auf: 

»i^ = A-fA' — fi, 
(40.) Im"- = A — ^ + A, 
n^ = h — fi — k. 

Fflr die erste dieser Gleichungen gehen dann die Gleichungen (89.) Aber in 

^ = -?- = £.. 

a ß Y * 

In dieser Weile sind daher die Schwingungen geradlinig und longitudinal ; die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit in derselben ist unabhängig von den Constanten 
der Circularpolarisation, und reducirt sich auf einen constanten Term, welchem 
andere folgen , die den geraden Potenzen der reciproken Wellenlfinge pro- 
portional sind. 

FQr die zweite und dritte Welle aber werden diese Gleichungen: 

i±kA = ah\aA^ßB^YC)'\-k{ßC—YB)i—\, 

(41.) \±kB = ßA'(aA^ßB + yC)-)^k{yA—aC)}f~i, 

l±kC = yk\aA^ßB^yC) + k(aB—ßA)^-i. 

Multiplicirt man hier die erste mit a, die zweite mit ß, die dritte mit y und 

addirt, so kommt 

(42.) aA + ßB-\-yC = 0; 

oder, wenn man die A, B, C in der Form (17^) darstellt: 

aA -f ßB' + yC = 0, aA" -f ßB" + yC" = 0. 

Die Bewegungscurven liegen also in der Wellenebene; die Schwingungen sind 

transversal. Benutzt man aber die Gleichung (42.) und summirt die Quadrate 
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der Gleichungen (41. )? so kommt 

was sich auflöst in 

Diese beiden Gleichungen zeigen, dafs zwei conjugirte Durchmesser der Be- 

wegungscurv'e gleich grofs sind und sich senkrecht durchschneiden. Die Be- 

wegungscurven sind daher Kreise. 

Nennt man mi , iit2 die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten dieser Wellen, 

so findet sich 

m]—ml k 

Hier beginnt der Zfihler mit der ersten Potenz von l, und es folgen 
die ungeraden negativen Potenien; der Nenner aber beginnt mit einer reinen 
Constanten, auf welche gerade negative Potenzen von il folgen. Sind die 
Constanten des Zfihlers klein, so kann man in dieser Formel die m zum 
Theil durch den Mittelwerth 



ersetzen, und hat dann: 

m. — 1», k^XA-k^l"^ , 

Diese Resultate sind aus einem andern Gesichtspunkte schon von 
Cauchy im IS*""* Bande der Comptes rendus pag.l076ff. entwickelt worden. 
Dieselben sind hier vorangeschickt, da die Resultate fflr krystallinische Medien 
sich in erster Annäherung immer auf diese zurflckfflhren lassen. 

§. 6. 

Zweiaxige Medien. Zerlegung der cubischen Gleichung. 

Ich gehe zu dem Fall Aber, wo sich durch jeden Punkt drei gegen 
einander senkrechte Ebenen legen lassen, gegen welche die angrenzenden 
MolecOle symmetrisch vertheilt sind. Alsdann können die Grundfunctionen ^ 
H, k keine ungeraden Potenzen von a, ß, y enthalten. Indem man aber 
zugleich die höhern Potenzen der reciproken Wellenlänge vernachlfissigt, und 
jedesmal nur die niedrigste beibehält, wird 

(43.) {k = \{Ka^\Kß''\k,f\ 
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Hier sind die a reine ConstanteD, während die k der Wellenlänge proportio- 
nal werden. Wenn man diese Werthe nun zur Bildung der c zu Grunde 
legt, so erhalt man 

(44.) (en= «^«12 + 3/5' «22+ /ö23 9 ^3i = 2yaa5i, c^^ßk^, 
c^= Ä^fln-f /?' 0^23 + 3y^ 033 > ^i2==2a/3ii„, c^=^yk^^ 

und die Gleichungen (4.) nehmen die Gestalt an: 

= A («' All -f /3' Ä12 + y^ ^n — »»^ — /i) -f 2a (aAaii + /^^«m 4" y^*^») 

^^-i(ßk,C-rk,B), 

^ '^ ^ +)/-i(yk,A-ak,C), 

= C(a^ 11,3 + /?' «23 + y' ^33 - m' - /^) + 2y (aJa^ + /9ßa23 + yCo^^ 

-f|/-l(a*ii?-/3M). 

Da aber in der Natur alle krystallinischen Medien sich nur sehr wenig von 
unkrystallinischen unterscheiden, so darf man in diesen Gleichungen annehmen, 
dafs die an, a^^ etc. sich von einem Mittelwerth a wenig entfernen, so dafs 
die Differenzen a^ — a^^ etc. gegen die Gröfse a sehr klein sind. Dasselbe 
von den Coefficienten k vorauszusetzen, scheint vorläufig darum mifslich, weil 
diese Coefficienten selbst sehr klein sein werden, nämlich von der Ordnung 
der oben gedachten Differenzen. Doch fahren die folgenden Betrachtungen 
darauf, auch die Differenzen der k als klein gegen den mittleren Werth der- 
selben anzunehmen. 

Es kommt zunächst darauf an, die cubische Gleichung fflr m' zu ent- 
wickeln, welche die Wellenfläche darstellt, d. h. die Fläche, deren Radien die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der gegen sie senkrechten Wellen darstellen. 
Zu diesem Zweck sind die Functionen J und yi zu bilden. Es hat J den 
Ausdruck: 

Be%i-]-/Pan-\-fa,3-m^-fi, 2 aß a„ , 2ayaa 

2 aß an , «'«i„-j-3/S'«„-{-y*aB-J" -A*> ä/^^a» 

Die Untersachaiigen von Cauc^ und Neumann haben gezeigt, dafs 
dieser Ausdruck anter gewissen Annahmen in einen Factor zerfällt, welcher 
für m^ a^ ß^, y^ vom ersten, and einen andern, welcher vom zweiten Grade 

44* 
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ist, und von denen der letztere in der Theorie der geradlinigen Polarisation 
die Fresnehche Wellenfläche darstellt, während der erste fflr die Lichter- 
scheinungen ohne Bedentnng ist. Nimmt man, da sich ein solcher Factor ab- 
sondern lassen mufs, nnd derselbe nur linear in a^, ß\ y^ sein kann, den- 
selben in der Gestalt an 

so mufs also J verschwinden, wenn man diesen Factor gleich Nall setzt, d. h. 
wenn 

Fflhrt man dies in dem Ausdruck von A ein, und läfst zunächst die Coeffi- 
cienten von a^^ ß^, y^ verschwinden, so kommt 

(3äii— ;>i)(ö«— ;^i)(äi3— ;>i) = 0, 
(3ö22 — p%i («23 — /^a) (^1 — P'^ = 0, 
i^(h^ — p^{<hi — p^{fhi — Vi) = 0. 
Diese Gleichungen sind symmetrisch erfallbar nur durch die Annahme: 

Daher ist der abzusondernde Factor F nothwendig 

(46.) F = 3 (au «H «22/5- -f a^f) -m^ — ii. 

Fflhrt man diese Werthe der p xn J ein, und läfst die Coefficienten von 
tf^i etc. versohMTinden , so erhält man drei Bedingungen, welchen die a 
genflgen mfissen, nämlich 

|(3ii» — «23)(3a53 — Ä23) = 4ö^, 
(3053— Ä5i)(3öu-a30 = 4flJ,, 
(3an — An) (3022 — an) ^ 4aj2; 

und indem endlich noch der Coefficient von a^ß^y^ verschwinden mufs, erhält 
man die letzte Bedingung: 

(48.) = (3aH — a„)(3a22 - a23)(3a33 — aa,) 

+ (3an — a^) (3a22 — 0,1) {Za^ — Oy,) — 16a„ 1123 0,1. 

Es ist bekannt, dafs diese vier Gleichungen nicht streng neben einander be- 
stehen können. Denn in Folge der ersten Gleichungen kann man setzen 

3a22 — a23 = 2a23 e^', ^a^^ — a^^ = 2a^ ä"*«, 

(49.) \ 8033 — a3i = 2^31 c**, 3an — aji = 2a3i «"'S 

3aii — a„ = 2a,2 ^\ 30,2 — a^ = 2ai2 e"^^, 
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wo die € sehr kleine Gröfsen bedeuten, welche für isotrope Medien ver- 
schwinden. Durch Elimination von a^^ etc. erhält man hieraus 

(50.) (l+2i5'0(l+2«'0(l+2^0 = (l+2ß-'')(l+2«""0(H2^"'0- 
Aber zugleich geht (48.) Aber in 

I ^(#.+<rt+#i) JL ^-Cfi +«.+*«) — 2 = 0, oder 

f «1 + ^2 + «3 = 0; 
wodurch die Gleichung (50.) die Gestalt annimmt 

{i — e'^)(\ — e'*)(l-e'') = 0. 

Es müfste daher eines der e verschwinden, wodurch das Medium in Bezug 
auf eine Axe isotrop wQrde. Dagegen kann man dieselbe als erfüllt ansehen, 
wenn man fiberall die Quadrate der Differenzen ^u — ^u) etc. vernachlässigt, 
wodurch man aus (47.) die Beziehungen erhält: 

( «22 + ^33 = 2«23 «11 = <«12+ «13—^23^ 

(52.) 033 + fl^ii = 2ii3i oder fl,, = «23 + Ö21 — ö3m 

l öuH" ^ = 2fli2 «33 = «31+ Ö32 — «12^ 

und wodurch (48.) bis auf Gröfsen höherer Ordnung erfallt ist. Eine kleine 
Rechnung ergiebt dann fOr J die Form: 

(53.) J = [3(aaa^ + a22/3H«s3y') — »»' — /i] 
X [{m^+fiy—irn'i^/M) {(ai2+fli3) «'+ {a^+a,Oß'+ («31+032)/'} 

+ «12013«' + fl21«23/5' + «31«S2y^]. 

Damit dieser letzte Factor, gleich Null gesetzt, die i^r^«ft^/sche Wellenfläche 
darstelle, mufs er die Form annehmen: 

(54.) (m^- 6^X»»'—^'J «'+(»»'- 0('w'-«')/5'+(»t'-«')(w'- b')f; 

and damit dies möglich sei, mufs der fragliche Factor vor allem ffir a^ ß"', y^ 
linear werden; oder in demjenigen Theile desselben, welcher die Quadrate 
dieser Gröfsen enthält, nämlich 

ll[fA — (ax2+ «13)«'— («23+ «21) /5' — («31 + «32) y'] 

mufs einer seiner beiden Factoren die Gestalt o&^ + /9'+/^ annehmen. Hier- 
nach mufs also entweder 

«1 = «2 == «3 
sein, oder 

«1 — «12 — «13 = ^2 — 023 — «21 = «3 — «31 — «32 • 
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Dieft beiden Hypothesen fAbren zu ganz verschiedenen Folgernngen nnd 
mfltien neben einander behandelt werden. 

1 . Ist iii CSS 02 = ^3 := /^ so nimmt der sweite Factor von J die Ge- 
stalt (54.) an, wenn man setzt 

(55.) o* = a^i — f, ** = «31 — /", ^ = a^t—f. 

Diese Hypothese will ich im Folgenden kurz die AWnmnitsche nennen, 
da sie in ihren Folgerungen anf die von Neumann festgehaltene Ansiebt von 
der Lage der Schwingungsrichtung eines polarisirlen Strahls fOhrt; obwohl bei 
Naumann selbst {Poggenaorffs Annalen, Band 25) die Gröfsen Oi, 112, «s 
sflmmtlich gleich Null gesetzt sind, wodurch die dort abgeleiteten Gleichungen 
keine vollkommene Allgemeinheit haben. 

2. Ist 

«1 — ^12 — «13 = «2 — «23 — «21 = «3 — «31 — «32 = — y> 

SO mofs man, um die Form (54.) zu erhalten, setzen: 

(56.) a'=y — Ö23, **=^ — Ä31, c* = ^_ii„, 

und diese Hypothese soll die jPr^^ne/sche genannt werden, da sie auf dieselbe 
Ansicht Aber die Schwingungsrichtung fahrt, welche Fresnel angegeben hat. 

Ich wende mich jetzt zu dem Ausdruck A, um zu zeigen, dafs auch 
in diesem der Factor 

3 («11 a' + «22 /?' + ^y^) — »»' — .^ 
sich absondern Iflfst, sobald man fAr die k gewisse Bedingungen annimmt. Der 
Ausdruck A hat die Gestalt: 

(3«^«n+ /5'«i2+ fa^-m^-fi)kic^^Aß^Y''k^kia^ 
^= ^4-( a' An + 3/3^1122+ y'«23-m^-/i)Ä?/?* + 4y^a^*,Ar,a5i 

+ ( «'«13+ /9'«23+3y^Ä,5-»i'— iti)Ä5y' + 4a'/9^*,*2«i2. 

Der blofse Anblick dieser Formel lehrt, dafs, wenn sich jener Factor abson- 
dern lassen soll, A nur Abergehen kann in 

(57.) A = (*IaH*J/?H*3V')[3(«HaH^/5H^y')-«^'-A*]- 
Die Vergleichung der Coetficienten in beiden Formeln fAhrt dann anf die Be- 
dingungen : ^ 

*a(3«33— «23) + A3(3«22— «23) = 4*,A?,«2,, 
*U3«11— «3l) + *I(3«M— Oji) = 4Ml«3i9 
*i(3«22-flt2) + A^(3«„-II„) =: 4*,*2«„. 
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FQbrt mao hier die Wertbe (52.) fflr a^^ On^ ^as ein, 80 kommt 

3(Ar2+Ä3)(ai2 — aju) = ^n{fh — k^)^ 

3 (*3 + A?i) (023 — 021) = flji(*s~Ä|), 

3(*i + *0(<i,i — 032) = fliiC^i— *2). 

Man erkennt hierans zonflchst, Was oben schon angedeutet wurde, daft die 
Differenzen der k gegen die absoloten Werthe derselben in demselben Ver- 
hAltnifs sieben wie die Differenzen der a gegen ihre absoluten Wertbe. Und 
bezeichnet man ferner durch k, a Mittelwertbe, so erbfilt man mit Vernach- 
Ifissigung höherer Potenzen der Differenzen: 

*2 — Ar, =^ — («12 — flis)i 

*3 — Äx = — («23 — Ö2l)» 

*i — ATj = — (ösi — «»), 

Gleichungen, welche offenbar mit einander vertriglicb sind. 

Indem man daher diese Gleichungen besteben lAfst, und also Ji in der 
Form (57.) darstellt, zerfallt die cubiscbe Gleichung fflr m^ in die folgenden 
beiden Factoren: 

l 3(anaHa22/3H^y') •= «•' + A^* 

(58.) } (m^^l^Xm^-4r)a^^(m^-4^){m'-d')lf^^^ 

Und da ferner diese Zerlegung flberbaupt nur bis auf Gröfsen höherer Ord- 
nung richtig ist, und die k ohnedies stets von der Ordnung der Differenzen 
a^ — b\ etc. sein werden, so kann man auf der rechten Seite ohne gleichbe- 
rechtigte Gröfsen zu vernachlfissigen, statt /r^, A:^, AJ einen Mittelwerth k^ ein- 
ffthren, wodurch der zweite Factor der cubischen Gleichung auf die einfachere 
Gestalt zurOckkommt: 

(59.) (m^-*')(m'-.Oa^-j-(m'-c^)(m^-a*)/3^+(m^-ii^)(m^-**y = k". 

§. 7. 
Schwingangscurven in den drei Wellen. 

Wenn man in die Gleichungen (45.) denjenigen Werth von m'-f'/^ 
einfahrt, welchen die erste Gleichung (58.) liefert, so wird keiner der Coef- 
ficienten von A^ B, C von der Ordnung der Differenzen a' — b\ etc. Man 
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ist daher berechtigt, annäherungsweise die Gröfsen a, k dnrch Mittel w^rlbe 
zu ersetzen, und die Gleichungen gehen dann Ober in: 

2Aa = 2aö(aJ + /3/< + yC)-j-}/-l.A(/iC— yB), 
2Ba = 2/9a(a-4-j-/3ß4-yC) + |/-l.Ä(yJ— aC), 

was offenbar ersetzt werden kann durch 

(60.) 4 = * = -^. 

Man ist daher berechtigt die imaginären Theile der A gleich Null zu setzen, 
während die reellen sich verhalten wie a : ß: y. In dieser Welle sind du^ 
her die Schwingungen nahezu geradlinig und longitudinal, und die Con- 
stanten der Gircularpoiarisation üben auf dieselbe fast gar keinen Einflufs aus. 

Da also für diese Welle .4"== Ä"= C" = 0, so geben die Fun- 
damentalgleichungen (22.) fQr die andern beiden Wellen die Beziehungen: 

Die Radien der andern Bewegungsellipsen sind also nahezu in der 
Wellenebene enthalten, daher die Bewegungen in den beiden andern 
Wellen nahezu transversal. 

Durch Anwendung der im §. 4 bewiesenen allgemeinen Sätze kann 
man sich eine genauere Vorstellung über die Lage dieser Ellipse bilden. Man 
hatte dort zwei Systeme von conjugirten Durchmessern zu suchen, deren Jedes 
orthogonal war. Dies kann hier offenbar nicht anders geschehen, als wenn 
zwei der Durchmesser jedes Systems in der Wellenebene liegen, während die 
andern in die Normale derselben fallen. Gebt man aber auf die Gleichung (36.) 
zurück, so findet man, dafs die beiden nach der Normale gerichteten Halb- 
messer auf ein und derselben Seite der Wellenebene liegen müssen. Wäre 
dies nicht der Fall, so wäre der von ihnen eingeschlossene Winkel e gleich 
180^ also cosf ==— 1, mithin nach (36.) nothwendig auch cos 61=1, cos 62=1. 
Dies würde also auf den Fall führen, wo alle drei Wellen geradlinige Po- 
larisation zeigen, was hier, wie man leicht sieht, nicht geschehen kann. Es 
mufs also cosf=l sein, daher 

cos f 1 -)- cos ^2 = 0. 
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Die coDJD|rirfen Durchmesser beider Ellip- 
/ \ \ sen stehen somit nicht nur in demselben 

i ----"C '^-.. Verhaltnifs zu einander, sondern schliefsen 

\ .'''\ / \ ^.'''' \ auch Nebenwinkel ein; woraus sogleich 

,x'V "" -A /\/'n / folgt, dafe die Ellipsen in beiden Wellen 

^^^C / einander ähnlich sind. Auch sieht man 

Jy-'y/ \^\. ,V' ^^^ ^^^ Figur (in welcher aufserdem der 

\ ^y^ \J ^^c'^^^^l Einfachheit wegen auch die Dimensionen 

^^ ^-V^ \ der Ellipsen gleich angenommen sind), dafs 

\^ \ / die eine Ellipse gegen die- andre um einen 

^-- ^' rechten Winkel gedreht erscheint *). 

Da hiedurch das gegenseitige Verhalten beider Ellipsen bestimmt ist, 
so bjeibt nur noch flbrig, die Formeln fOr dieselben aufzustellen. Hier schei- 
den sich die beiden Hypothesen; es sollen zuerst die Folgerungen der 
FVesnelBcHien entwickelt werden. 

Fflr die Transversalwellen ist es nicht mehr erlaubt, die Gröfsen a 
durch Mittelwerihe zu ersetzen, weil die in (45.) abrigbleibenden Terme 

a — m' — fi, aA'\- ßB'\'YC 
selbst Yon der Ordnung der Differenzen n' — b^, etc. werden. Dagegen darf 
man die k^^ etc. auf den Mittelwerth k reduciren. Benutzt man sodann die 
Gleichungen (52.), (56.), so erhält man leicht 

ana^'\-anß^-\-ai^f — m^ — li = a^ — m^^ 

^n^ '\' o^ß^ -{• o^Y^ — »•' — A^ === *^ — «w*, 
a^a^-\-a^ß'^-{-a^f—m^ — li = c'^ — rn^^ 

All a^ -j- <»i2 ßB + 013 yC 

^:(g^^^b^^c')(aA'\-ßB-\-yC}'\-((^aA'\-b'ßB^cyC)-\-i^ 

a,^aÄ'\-ih2ßB'\'a^yC 
= {g^^^V'^e){aA^ßB^yC) + {ä'aA^ b^ßB + c'yC) + b\aA 4-/91? fyC), 

a^^aA'{(Jh^ßB'\-a:i^YC 

Die letzten drei Ausdrflcke unterscheiden sich nur durch die letzten Terme; 



*) In der Figur sind durch 1', 2\ V\ V diejenigen Punkte bezeichnet, welche 
beziefauAgsweise die Coordinaten haben: 
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und da diese den sehr kleinen Factor aA'\- (iB'\-yC enlbalteU) so kano man 
in ihnen wieder a^, 6% c^ durch einen Mittelwerth ersetzen. Die drei leisten 

Aosdrflcke werden daher nahezu gleich, und ihr Mittelwerth sei — -=-• Dann 

also lassen sich die Gleichungen (45.) in der folgenden einfachen Gestalt 

darstellen : 

A[(e-m^)-\-ki-i{ßC — YB) = aM, 

de" — m^)-\- ky-i(aB - ßA) = yM. 

Löst man diese Gleichungen auf, und Ififst den gemeinschaftlichen Nenner 
mit M in den Factor a eingehen, so erhAlt man: 

!aA = «[(m'-*»)(m»-c»)-iF| + A 1^-1/^ («* — *»), 
aB = /9[(«»»-c')(m»-a')-*']-f *y-lyo(«» — c»), 
aC = y [(»,'- a») (m» -**)- A«]-f*y-l «/?(*» -«»); 

aad setzt man 

SO ist die altgemeinste Form der resultirenden Bewegungsellipse: 

au = a[(m*~4*)(m' — O— Ä']costr-*/9y(c^ — *')sinl7, 
(62.) (av = /3[(m^ — c^)(m'-ii') — Ä^cosU-ÄyaCfl^-Osinü, 

Multiplicirt man diese Gleichungen bezflglich mit a, ß, y und addirt, so erhfilt man 

tia'\'Vß'\-iDy = 0, 
indem man die Gleichung (59.) berficksichtigt. 

Nach der Neumannschon Hypothese hingegen erhält man, darch An- 
wendung der Gleichungen (52.), (55.) fflr die Coefficienten der Gleichun- 
gen (45.), wenn man uti die andre Wurzel der Gleichung (59.) nennt und 
die aus (59.) folgende Gleichung bemerkt: 

m' + m? = (b'^^c')a'-\-{c'-\-ä')ß^-\-(ä^^b')f, 

die nachstehenden Ausdrflcke: 

ÄwaH^/'' + ^/ — *•* — A* = »»1 — *'^ 

a^a''\-a^,ß^'\'iijif-m' — fi = mj — e' 
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an aA -f a,2 ßB -f a^j^C 

ai2 aÄ'\'atißB'\-a^yC 

iii5 aA -f a^^ßB -f «»yC 

= {4?-\'V^a^^f){aA'\rßC-{-rC)-{a^aA^b''ßB'^^^ 

Bezeichnet man den mittlem Wertb der letzten drei AusdrOcke, Ähnlich wie 
oben, durch -^^ so kann man den Gleichungen (45.) folgende Gestalt geben: 

^(a»_m;) — *>/-l(/?C-yB) = aM, 
B{V'-mX)-ki'-\{yA-aC) = ßM, 
Cic'-mD-ky-iiaB-ßA) = yüf; 

wodurch man fOr die Gleichungen der Ellipse erhalt: 

!au = al{ml-b^){ml-c')-k^eosU'\'kßy{c^ — V')sinU, 
av = /9[(mJ--0(mJ — a*)-*^cosl74-ilrya(a*:— 0«nl7, 
au>= y[(m]-ä'){ml — b^)-k^]co8Ü']-kaß(b^-a')8\nU. 

Man sieht, dafs diese Gleichungen sich von den Gleichungen (62.) 
nur dadurch unterscheiden, dafs m^ an die Stelle von m getreten ist, und 
dafs k sein Zeichen gewechselt hat. 

§. 8. 
Bewegungsrichtung in den Traasyersalwelleii. 

Es sollen m, nii die positiven Quadratwurzeln von m\ m] bedeuten, 
und also a, ß, y die Cosinus der Richtung sein, in welcher die Wellen fort* 
schreiten. Dann sollen a\ (¥, y' und a", ß", y" die Richtungen zweier Linien 
bezeichnen, weiche gegen einander senkrecht in der Wellenebene liegen ; und 
diese drei gegen einander rechtwinkligen Richtungen sollen durch passende 
Drehung zur Congruenz bezOglich mit der positiven X-^ Y-, Z-Axe ge- 
bracht werden können. 

Das Coordinatensystem der X, Y, Zi soll endlich eine solche Lage haben, 
dafs von der positiven X-Axe aus gesehen, der Zeiger einer Uhr in der 
FZ -Ebene sich von der positiven F-Axe durch 90*' zur positiven Z-Axe 
bewege. In Bezug auf diese Bestimmungen will ich den Krystall positiv 
oder negativ nennen, je nachdem die Conslante Ar einen positiven oder ne- 
gativen Werth hat. 

45» 
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Die drei Richtungen a, ß, y, etc. bilden dann ein Goordinalensystem §, 
rj, ^, welches darch die Transformationsformein gegeben ist: 

ff 

S = ua -f r/3 -f try , 
ij = ua!'\'Vß' '\-wy j 

und die Determinante dieses Systems .ist -j-l, so dafs die Gleichungen be- 
stehen : 

(64.) a = /9y'-//y', /9 = yV'-a>", y = a'/?"- /^a". 

Bildet man jetzt die Fläcbenelemenle dF^^ dF^^ welche der Radius 
vector des bewegten Holecfils in den beiden Transversalwellen beschreibt, 
und rechnet dieselben positiv, wenn dieser sich von der positiven 17-Axe 
durch 90^ zur positiven C~Axe bewegt, und unterscheidet man wieder das 
beiden Wellen Angehörige durch die Indices 1> 2, so erhält man mit Hfllfe 
der Gleichungen (64.) leicht: 



2dF, = T],dZ,-^,drj, 



2nm, 



dt 



(65.) 



2rfF, = i7,d?,-&rf»7, 



2ffin, 



dt 
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4«W^^^ 



Multiplicirt man aber diese Gleichungen mit einander, and benotet den 
bekannten Satz Ober die Holtiplication von Determinanten, so wird 

AdF^dF^ = 

A[a-\.B',ß-\-C',r, Äia^B'iß^C'^y, «»+/?»+ y» 

Bemerkt man nun, dafs wegen der Gleichungen (61.) vier Elenente 
dieser Determinante verscbwindra, und dafs nach (32.) : 

j; A', + ßi iBi + C[ Ci = -( Ji'^i'+ Äi'Bi'f d'C;!) = p, 
so geht die obige Gleichung Aber in 
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rfF, 



knm, j, 
ff'A 



rfF,= 






Dies zeigt, dafs die Bewegungen in den beiden Tranaversalwellen 
immer in entgegengeeetztem Sinne vor sich gehen, da das Prodact der 
Flächenelemente stets negativ ist. 

Um den Sinn der Drehung in jeder der Weiien za bestimmen, mag 
zuerst die Freenehche Qypotbeise untersucht werden. Wenn man in (65.) 
die A, B, C aus (62".) bestimmt, so erhält man: 

ßim]-c')iml-a'), yaCa'-c*), ß 

= *^ dt {ßY (c»_*«)«(mJ-o')-f-/ o* (a'-<?')'(«i?-*')+«»/9»(6»-a»)'(iiiI-c')}, 

«(»i|-A»)(iii5-c'), ßri^^-b'), a 

dt ß (ml - O (»I? - a*), ya (a» - e»), /? 

y(ml-a»)(»iil-*'), a/iC*'-«»), y 

Die eingeklammerten Ausdrücke müssen nach dem Obigen immer ent- 
gegengesetztes Zeichen haben; daher ist nothwendig derjenige von beiden 
positiv, welcher der gröfsern Wurzel entspricht, der andere negativ; und 
man hat somit den Satz: 

In positiven Kristallen geschieht die Bewegung, von derjenigen 
Seite gesehen f nach welcher die Welle sich bewegt , in demselben Sinne 
wie bei dem Zeiger einer Uhr bei der Welle mit gröfserer Fortpflan^ 
Zungsgeschwindigkeit, entgegengesetzt in der andern. 

Dieser Satz ist auch noch richtig nach der JNeumannschen Hy^ 
pothese; denn weil man nach derselben m^ und 1712 zu vertauschen hat, zu- 
gleich aber auch — k an die Stelle von k zu setzen, so bleiben die Vorzeichen 
von dFi^ dt\ hierdurch unverändert. 

In negativen Krystallen tritt natfirlicb genau das Gegeniheil des oben 
aasgesprochenen Satzes ein. 

$. 9. 

Die Wellenfldche. 

Die Wellenflache, deren Gleichung durch (59.) gegeben ist, besteht 
ans zwei Mänteln, da diese Gleichung quadratisch ist fflr m^. Bemerkt man 
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ferner die für z identische Gleichung 

so ergeben sich daraus fflr z^s=a\ b^, & die Gleichungen 



a 



rftft ^ j /^ _ (ft'-m:)(6»-m;)+*« 

, _ (c*-m?)(c'~m;)+fc« 
" ~ (c»— a')(c*— 6») 

Von diesen hebe ich zunächst nur die zweite hervor. Ist a^ l>b'^Z> c^, so 
zeigt dieselbe, dafs der Ausdruck 

(A^ - mD{b^ - ml) = ß\b'' - c'Xb^ ~ ö^) - Ä* 

wesentlich negativ ist und nie kleiner werden kann als k^. Es ist daher immer 
ein Werth von m^ gröfser, der andere kleiner als A^ und dieselben können 
nie einander gleich werden. Die Oberfläche besteht daher aus zwei ganz ge- 
trennten Hälften, welche sich aufserhalb und innerhalb einer Kugel vom Radius 
b befinden. 

Was die Construction der Oberfläche anbetriiTt, so kann man allerdings 
ein Verfahren aufstellen, welches eine Verallgemeinerung der Fresnehchen 
Construction ist, doch wird dasselbe hi^r nutzlos. Ich bemerke es nur, uro des 
folgenden allgemeinen Theorems zu gedenken, aus welchem diese so wie die 
jp'resnetsche Construction als Beispiele folgen: 

E» seien A, B, C Functionen des Radius Vector m; l, fi, v die 
Cosinus seiner Richtung} sucht man sodann die Maxima des Radius 
Vector in dem Durchschnitt der Oberfläche 

mit der Ebene 

ak -f ß/i -j- yv = 0, 

und trägt die erhaltenen Längen auf der Richtung der Normale {oL,ß,y) 
dieser Ebene an, so erhält man die Oberfläche 

Aa''\-Bß''\'Cf = 0, 
von welcher man auf die nämliche Weise wieder zu der ersten zurück-- 
kehren kann. 

Da nämlich die Gleichung Z^-f ^^-j-r^ = 1 besteht, so findet man 
offenbar die Maxima von m aus den Gleichungen 
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(p + 'jry ^ ^^^ 



wo p, q anbekannte Goefficienten sind. Multipticirt man aber diese Gleichun-* 
gen bezflglich mit ^ fi, v und addirt^ so kommt 

/^ = 0, 
und daher 

oder wenn man bezöglicb mit a, ß, y moltiplicirt nnd addirt: 

a^A\ß''B\fC =^ 0. 
Dies giebt im vorliegenden Fall einen Zusammenhang zwischen der Oberfläche 



V« 



^^^""'^ (m*— 6«)(m«— c»)— *» + (i,|t_e»)(m»— II*)— *» + (m*— a»)(m«— 6«)— *» ~ ® 

und der Wellenfldche, welcher aber nur fflr Ar = von Nutzen ist. 

Dagegen kann man die Wellenfläche zusammengesetzt denken aus einer 
Reihe von^ sphärischen Ellipsen, welche, wenn p einen constanten Parameter 
bedeutet, die Durchschnitte der Kugein 

m^ = p 

mit dem Kegelsystem 

(67.) \i,p--v)^p^-e)-ie\e\\{p^-e){p^-,f)-}e\^ 

sind. In jedem Radius Yector der Oberfläche schneiden sich zwei der Kegel 
(67.), deren Parameter die ihm zukommenden Fortpflanzungsgeschwindigkeiten 
angeben, und von deren sphärischen Ellipsen eine dem äufsern, die andere 
dem Innern Mantel der Oberfläche angehört. 

Unter diesen Kegeln sind diejenigen hervorzuheben, welche in ein 
Ebenenpaar zerfallen. Dies geschieht nur bei denjenigen, in welchen eiüer 
der Goefficienten von a% ß'^, y^ in (67.) verschwindet; und das Ebenenpaar 
ist nur reell, wenn der mittlere Coefficient verschwindet, d. h. wenn 

(68.) {p-^-d^){p^-e) = k\ 

wodurch die Gleichung (67.) flbergeht in 

(69.) «'(/»'- e) (a' -V) ^X\p^- «») (*' - c»). 
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Da die Gleichang (68.) fQr p^ quadratisch ist, so stellt (69.) zwei Ebenen- 
paare vor. Dieselben sind symmetrisch gegen die KZ-Ebene und schneiden 
sich in der F-Axe; es sind die Ebenen der Kreisschnitte der Wellen- 
oberflfiche, — jede dieser Ebenen schneidet dieselbe in einem Kreise und 
einem Oval. 

Um die Richtung des Strahles zu finden, welcher einer gegebenen Welle 
angehört, hat man nur den Durchschnittspunkt benachbarter Wellen zu be- 
stimmen, welche zu gleicher Zeit vom Mittelpunkt ausgegangen sind, und sich 
die Zeit 1 hiddurch vorwärts bewegt haben. Die Gleichung der gegebenen 
Wellenebene sei: 

(70.) j:a-f y/94-«y = m, 

wo X, y, z die Coordinaten desjenigen Punktes bedeuten mögen, nach welchem 
der Strahl gerichtet ist. FQr benachbarte Wellen, welche durch eben diesen 
Punkt gehen, ist dann: 

(71.) xda'^ydß'{-zäy = dm. 
Stellt man ferner die Wellenfläche wieder unter der allgemeinen Gestalt dar : 

(72.) = ^«H Ä/5' + Cy' = m* - 2pm''^q, 
so hat man fOr die nächsten Wellen noch 

Aada-\'Bßdß'\'Cydy'\'2(m'—p)mdm = 0, 
oder, wenn man mit m^ die zweite Wurzel von (72.) bezeichnet, 
(73.) Aada-^Bßdß-l- Cy dyJ^^tn' — mDfndm = 0. 
Hierzu kommen noch die beiden Beziehungen 

«H/5' + y' = ^ ada-\^ßdß^ydy=^0, 
von denen die letzte mit den Gleichungen (71.), (73.) verträglich sein mnjb 
fQr alle beliebigen Werlhe der Differentiale da, dß, dy, welche dieser letzten 
Gleichung genQgen. Daher mufs diese Gleichung sich als Folge von (71.), 
(73.) darstellen lassen, oder es mufs sein: 

m{m\ — m^)x = {A^Q)a, 
m{m\-m')y = (ß + p)/?, 
m{m\ — rn')z = (C-f ())y, 

durch (I einen unbekannten Factor bezeichnet. Hultiplicirt man aber besQglich 
mit a, ßj y und addirt, so kommt 



Clebsch, Theorie der circularpolarisirenden Medien, 353 

und iDdem man diesren Werfh, sowie die Werlhe von A, B, C einführt, er- 
hält man för die Coordinaten des Strahls die AusdrQcke: 



X 



( (m«-&')(m«-c»)-A^ 



fnM^\ — m*) 



(73-0 \r^ß{jn\ Jl,.^^J, h 

r — .Ym I (m'~a«)(m'-~&«)-fc' \ 
^ = yV^-^ m\m\^m^) r 

Die Aafsrtellung derjenigen Oberfläche, auf welcher alte Punkte x, y, z 
sich befinden, scheint mit grofsen Schwierigkeiten verknüpft zu sein. 

Ich bemerke über die Lage des Strahls noch den folgenden Satz, wel- 
cher auf einer allgemeinen Eigenschaft beruht: 

Die Ebene des SiraAts und der Wellennormale ist senkrecht auf 
der Wand desjenigen Constructionskegels (67.) ^ dessen Parameter die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellennormale anzeigt. 

Um diesen Satz einzusehen, hat man nur in dem Schnitt der Wellen- 
ebene mit diesem Kegel, auf dessen Seite dieselbe senkrecht ist, vorwärts zu 
gehen. Alsdann bleibt m constant, und die Gleichung (70.) giebt 

xda'\-ydß'{ zdy = 0, 

d. h. der Strahl ist gegen das Element der Schnittcurve senkrecht; woraus 
ohne Weiteres der obige Satz folgt. 

Will man sich der Oberflache (66^) bedienen, so findet man noch 
leicht den Satz, welcher hier wie bei der Fresnelsc\ien Fläche gilt: 

Die Ebene des Strahls und der Wellennormale geht durch den-- 
Jenigen Radius Vector des construirenden Schnitts der Oberfläche (66''.) 
hindurch, welcher die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellennormale 
darstellt. 

Es bleibt endlich übrig, die Elemente der Bewegungsellipsen (62.) 
oder (63.) mit der Wellenfläche in geometrische Beziehung zu setzen; wobei 
wieder die beiden Hypothesen sich scheiden. In jedem Falle sind beide Be- 
wegungsellipsen auf conjugirte Durchmesser bezogen, von denen der eine 
(der zweite) in beiden dieselbe Richtung hat. Von den beiden andern 
Durchmessern steht nach der Fresnelschen Hypothese offenbar jeder 
senkrecht auf der Wand desjenigen Constructionskegels, welcher die 
seiner Ellipse zukommende Fortpflanzungsgeschwindigkeit anzeigt; nach 
der Neumannschen aber auf der Wand des andern Kegels. 

Joamal ffir Mathematik Bd. LVH. Heft 4. 46 
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Die zu diesen Richtungen conjußirlen Durchmesser, weiche zu^ 
sammenf allen, sind aber nach beiden Hypothesen parallel dem Durch-- 
schnitte der Wellenebene mit der Tangentenebene des Fresnelschen Ovaloids 

zu finden, diese TangentenAene da gelegt, wo die Wellennormale das 
Ovaloid durchschneidet. Denn diese Linie steht senkrecht auf der Wellen- 
normale, deren Cosinus sich verhalten wie a:ß:y, und auf der Normale des 
Ovaloids^ deren Cosinus sich verhalten wie: 

a(2m' — a'):ß{2m^ — b'):y(2m' — c^). 
Die Cosinus der gesuchten Richtung verhalten sich also wie: 

ßyic" - **) : ya(a» -O : «/?(*' - «'X 
wie es wirklich bei der geforderten stattfindet 



$. 10. 

Richtungen circularer Polarisation. 

Es ist von Interesse zu untersuchen, in welchen Richtungen die Be- 
wegungsellipsen in Kreise flbergehen, welches der Aehnlichkeit wegen bei 
beiden zugleich geschehen mufs. Alsdann sind nothwendig die conjugirten 
Durchmesser der Bewegungscurven gegen einander senkrecht; was aus (62.) 

oder (030 ^"^ ^^^ Gleichung 

aßy = 

fahrt. Die Welle eines circularpolarisirten Strahls geht daher immer durch 
eine Axe. Man aberzeugt sich aber auch leicht, dafs in der Richtung der 
Axen selbst keine circulare Polarisation eintritL Es kann daher fflr der* 
gjoloben Richtungen nicht mehr als eine der Gröfsen a, ß, y verschwinden. 
Ks sei dies ß. Die Gleichungen (62.) gehen dann aber in: 

au = a[(m* — »')(m^-0 — *^cosl7, 

av = — kya{a^ — c^)sinl7, 

GW = y[(m' — a')(m^ — ft') — Ar'Jcosü. 

Zugleich aber kann man, in Folge der Gleichung der Wellenflfiche, setzen: 

f 74 1 I " ^^"'' ~ *'^ ^"•' ~ "^^ "" *'^ = '"^' 
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wo fi einen unbekannten Factor bedeutet. Alsdann kmn man fOr die Be- 
wegungsgleicbunge» gch re ibM r 

ou = fiy cos ü, ao = — kya{€^ — c^) sin U, aw= — ^ttacos U. 

Die Projectionen des einen conjugirten Halbmessers sind also fiy, 0, — /ua, 
die des andern 0, —kya{ä^—c^)^ 0. Damit die Curve ein Kreis sei, müssen 
beide Halbmesser gleiche Längen beben; und da a^-|-^=l, so bat man 
demnacb: 

Dies in die Gleicbungen (74.) eingefflbrt, giebt: 

und wenn man jetzt die Gleichung a^'\-j^=zi benutzt, so hat man: 

(750 fn' = b'±k, «^ = 4=1*1, y2 = i!z:4- 

Die Werthe von a, y sind hier, wirklich reell, werden aber durch Yer- 
tauschung der a, b, c imaginfir. Es giebt daher Richtungen drcularpotarisirter 
Strahlen nur in der Ebene der größten und kleinsten Axe. Und diese 
Richtungen sind genau dieselben, welche bei linearpolarisirenden Medien 
die optischen Axen genannt werden; die Di/psrenz der Quadrate der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten für diese Wetten ist gleich dem Doppel-- 
fen der Constante k, welche für die Polarisationseigenschaf len des Me- 
äiums characteristisch ist. 

Man sieht sogleich, dafs es für diese Betrachtungen gleichgültig ist, ob 
man von der Fresnehc\ieii oder von der ISeumannscYken Hypothese ausgeht. 

Aus dem Obigen folgt, dafs eine Platte, gegen eine optische Axe 
senkrecht geschnitten, die Eigenschaft hat, die Polarisationsebene zu drehen; 
und zwar rechts oder links, jenachdem die Bewegung in der Welle von 
gröfserer Fortpflanzungsgeschwindigkeit in gleichem oder entgegengesetztem 
Sinne erfolgt, wie bei dem Zeiger einer Uhr. Dies combinirt mit den Re- 
sultaten des §. 8 zeigt ohne Weiteres, dafs die dort positiv genannten Krystalle 
in der Richtung der optischen Axen rechtsdrehend sind, die negativen aber 
linksdrehend. 

§. 11. 

Anwendung auf einaxige Krystalle (Quarz). 

Es ist sehr leicht, die abgeleiteten Resultate auf einaxige Krystalle 
anzuwenden. Es sei b = a, und also die Z-Axe die des Krystalls; ferner 
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/? = 0, was unbeschadet der Allgemeinheit angenommen werden kann ; and ^ 
der Winkel der Wellennormale gegen die Z-Axe, so dafs 

a = sin^^ y = cosC* 
Die Gleichang der Wellenfläche gebt dann Ober in 

(76.) (m^-ii^)(m^— c^sin^?— fl'cos^?) = k". 

Sie besteht aus zwei Rotationsfldchen, welche innerhalb und aufserbalb einer 
Kugel vom Radius a liegen ; die Längen der Radien Yectoren längs der opti- 
schen Axe sind gegeben durch die Wertbe 

a' — k, ä'+k; 

und flberhaupt sind die ein und derselben Richtung angehörigen Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten Uli, w^ durch die Gleichung verbunden: 

(770 {m\ — a'){fnl — a') = —kK 

Benutzt man die Gleichungen (76.) ^ (77.) ^ um die Ausdräcke (73^) 
fflr die Coordinaten des Strahls zu transformiren^ und bezeichnet man durch 
1// den Winkel des Strahls (welcher im Hauptschnitt liegt) gegen die 2-Axe, 
so kommt: 

was dazu dient, die Lage des Strahls vollkommen zu bestimmen. 

Die Bewegungsgleichungen (62.) oder (63.) nehmen die Gestalt an: 

{Frtsnehch^ Hypothese.) 

au = {(m^ — if){m^ — c*) — Ar) cos Psin ^, 

ac = — Ar Sinkens w(ii* — r*)sinl7i 

aw = ((m^ — o*? — Ä^cosFcosC, 
(78.) < oder 

(.Yr«M«»asc)ie HjpoÜiese.) 

ar = 4- Ar sin ^ COS ^(o* — c*)sinl7, 
aar = (fm; — «*)• — *^ cos 17 cos ^. 

Atti dieser Form sieht oian« dafs die Ellipsen bereits aof die Haiptaxea be- 
zogen sind^ dars also eine derselben immer im Haaptsciinitt liegt, fie aodere 
senkrecht dagegen. 
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Um die Gleichungen der Ellipsen In ihrer Ebene darzustellen, genflgt 
es, för u, w die Coordiuate 

s = fvsin^ — ti cos^ 

einzufahren, wodurch die Gleichungen (78.) mit Beseitigung eines gemein- 
schaftlichen Factors übergehen in: 



(79.) I 



OS = (m^ — d^) cos U, J M = (ml — a^)cos ü, 

oder 



av = ksinU, f ap = — A: sin U. 

Sei m die gröfsere Wurzel der quadratischen Gleichung; dann ist nach (77.) 
fn^>^, ni\<i(^} und ferner ist nach (76.) 

(,w^ _ fl^) _ (o» _ m?) = (c^ — ö^) sin' ^. 

Ist also i? > fl^ so ist »i* — ö' > ö' — mj , daher auch 

m^ — ö' > ik\ «' — mj< |/Ä%- 

und man sieht also dafs, nach der Fresnehchen Hypothese, wenn die uit- 
gleiche Axe die größere ist, die grofse Axe der Ellipse mit gröfserer 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit im Hauptschnitt liegt; wenn dagegen die 
ungleiche Axe die kleinere ist, so liegt die grofse Axe der Ellipse mit 
gröfserer Fortpflanzungsgeschwindigkeit gegen den Hauptschnitt senkrecht. 

Nach der Neumannschen Hypothese sind diese, Verhältnisse nur 
umzukehren. 

Circulare Polarisation findet nur in der Richtung der Axe statt; und 
zwar ist in dieser Richtung der Krystall rechtsdrehend oder linksdrebend, je- 
nachdem k positiv oder negativ ist. 

Ich schliefse mit einer Bemerkung, welche einen scheinbaren Wider- 
spruch der vorliegenden Theorie mit der Erfahrung, sowie mit der von 
Maccullagh aufgestellten Theorie zu beseitigen geeignet ist. In der letzteren 
ist es wesentlich, dafs zu den gewöhnlichen optischen Gleichungen Glieder 
hinzutreten, welche mit der reciproken Wellenlänge proportional sind; während 
in dem Vorliegenden die Grofse k mit der Wellenlänge direct proportional ist. 
Dies scheint also darauf hinzuweisen, dafs, wenigstens bei einer Zahl von 
Substanzen, der erste Theii der Grundfunction K, welcher im §• 6 (43.) allein 
beibehalten worden ist, unbedeutend sein mufs gegen den folgenden Theil, 
welcher die vierten Potenzen von a, ß, y enthalten wörde, und welcher in 
der That der Wellenlänge nach (5.) umgekehrt proportional wäre. 
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Man ist aber in der ganzen vorliegenden Untersachung daranf geführt 
worden, dafs es überhaupt bei dem möglichen Grade der Annfihernng nicht 
thunlich ist, in den die Circularpolarisation bedingenden Gliedern die für die 
verschiedenen Axen eintretenden Unterschiede festzuhalten; sondern dafs viel- 
mehr diese so behandelt werden können, als ob das Medium unkrystallinisch 
wäre. Daraus geht aber hervor, dafs man höhere Glieder der Entwickelung 
von K ohne Weiteres dadurch berücksichtigen kann, dafs man die Gröfse k 
aus den für unkrystallinische Medien vollkommen strengen Gleichungen §.5 (38.) 
entnimmt, und dafs man also für k eine nach absteigenden Potenzen von l^ 
geordnete Reihe setzen kann; wodurch offenbar in den Gleichungen der obigen 
Theorie durchaus nichts verändert wird. Es hat also auch keine Schwierig- 
keit anzunehmen, dafs das erste Glied jener Reihe unbedeutend sei gegen das 
zweite, und dafs also k wesentlich der reciproken Wellenlänge proportional sei. 
Und diese Annahme führt dann sehr leicht auf die Gleichungen MaccuUaghs. 

Carlsruhe, den 7*" October 1859. 
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Ueber eine Gattung von Curven vierten Grades, 
welche mit den elliptischen Functionen zusammen- 
hangen. 

■ 

(Von Herrn Siebeck zu Liegnitz.) 



W enn einige der wichtigsten Eigenschaften der Eüipse am einfach- 
sten mitteist der Kreisfunctionen, und die diesen entsprechenden Eigenschaften 
der Hyperbel mittelst der hyperbolischen Functionen hergeleitet werden, so 
kann von einem allgemeineren Standpunkte aus nach solchen Curven gefragt 
werden, deren Wesen in den elliptischen Functionen seinen adäquaten Aus- 
druck findet. In dem nachfolgenden Aufsatze habe ich eine allgemeine Er- 
zengongsweise solcher Curven gegeben, welche auf einem Ähnlichen Princip 
beruht, wie die Erzeugungsweise der Kegelschnitte mittelst des bekannten Ge- 
setzes der Constanten Summe oder Differenz der Entfernungen der Punkte 
eines Kegelschnitts von den Brennpunkten. Ist ndmlich «S die Entfernuogs- 
summe, D die Entfernungsdifferenz eines Punktes P von zwei festen Punkten 
A und B, und läfst man P sich so bewegen, dafs fortwährend mS^'\-nD'^=^A(i^ 
(wo m, n, a constant sind), so giebt es alsdann noch ein Paar reelle und zwei 
Paar imaginire feste Punkte, in Bezug auf welche sich der Punkt P nach dem- 
selben Gesetze bewegt. Ich beweise, dafs diese festen Punkte Brennpunkte 
der in Rede stehenden Curven sind, dafs insbesondere Curven dieser Art, 
welche in diesem Sinne confocal sind, sich rechtwinklig schneiden. Ferner 
habe ich zu dem bekannten Gesetz, wonach die Radien Yectoren eines Kegel- 
schnittpunktes mit der Tangente desselben gleiche Winkel bilden, ein ent- 
sprechendes für diese Curven hergeleitet. Schliefslich habe ich den Zusammen- 
hang dieser Curven mit sinamti^ cosamti^ ^/amti nachgewiesen. 



Seien A und B zwei feste Punkte einer Ebene, deren Entfernung 
2a gesetzt wird, P ein Punkt, welcher sich so bewegt, dafs wenn 

AP^PB^S, AP-PB = D, 
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fortwährend die GleichiiDg 

(1.) fiiS^'\^nD' = 4ä' 

stattfindet, wo m und n beliebige constante reelle Zahlen sind; gesacht wird 
zunächst die Gleichung der Bahn des Punktes P. 

Ist O Mittelpunkt der Geraden AB und setzen wir OP=R, Z.POA=u, 

so ist (|//l'-f ö'-}- 2Ra cos ti + y/l' + «' -2/1« cos uf der Ausdruck fflr Ä^ ond 
i9\ Setzt man diese Werthe in (1.) ein und macht die Gleichung rationsL 
so erhält man nach einer leichten Reduction 

(2.) [mB^ - (1 - m) u^ [n/T - (1 - ii)«^ + (m - ii)'ÄVcos*ti = 

oder, w^enn man Rcosu^=x, JRsinti = y setzt, 

als Gleichung der gesuchten Curve. Es ist hierbei jedoch nicht zu ftbersehen, 
dafs, wenn wir anstatt von der Gleichung (1.) von folgender: 

(4.) mDi'^nS'' = Ad" 

ausgegangen wSren, wir ebenfalls die Gleichung (3.) erhalten haben würden. 
Bei dem Rationalmachen der Gleichung (1.) hat sich daher noch ein zweiter 
(reeller oder imaginärer) Curvenast eingefunden, welcher der Gleichung (4.) 
entspricht. 

Die erste characteristische Eigenschaft der in Rede stehenden Curve 
ist nun folgende: Setzt man in (2.) oder (3.) 1 — m an die Steile von n, 

t — n an die Stelle von m und a- — ^ ~ an die Stelle von ii\ so bleibt 

mn ' 

die Gleichung, wie man sich leicht überzeugt, ungeändert. Es folgt hieraus, 

dafs es in der Geraden AB noch zwei reelle oder imaginäre Punkte A 

und B' geben mups, in Bezug aufweiche sich ^e Curve derselben Eigen- 

schüft erfreut, welche durch (1.) und (4.) ausgedrückt ist. Denn der eben 

angegebenen Yertauschung zu Folge würde man die Gleichung (2.) oder (3.) 

auch erhalten haben, wenn man von einer der «b^eid^ein Gleichungen 

(5.) {\ — n)8^'\'{\-m)D' = 4fl^ 
(6.) (l-ii)/y + (l_m)iS^ = 4a'^ 



ausgegangen wäre, wo a'=^±ay- — — — ^• 

Wir haben sonach schon vier Gleichungen von der Form der Glei- 
ehung (1.), aus w^elchen die Curve (2.) oder (3.) hergeleitet werden kann; 
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es lAfat sich aber leicht zeigen, dafs es noch weitere vier solcher Gleichun- 
gen giebl. Geben wir nämlich der Gleichung (2.) die Form 

' (7.) Ä*-LÄ^ + ilf+A«^cos^ii = 0, 

wo L, M, Di die betreffenden Constanten sind, so kann man nach dem Vor- 
hergehenden sagen, dafs jede Curvengleichung von dieser Form als aus einer 
beliebigen der vier Gleichungen (l.)) (4.)) C^O? (ßO hergeleitet angesehen 
werden kann. Yerlauschl man nun die Abscissenaxe mit der Ordinatenaxe, 
was einfach dadurch geschieht, dafs man in Gleichung (7.) den Complements- 
Winkel V von u einfahrt, so erhält man 

(8.) W - (L - A') B? 4- M— NR' cos't? = 0, 

also eine Gleichung von derselben Form. Es mufs daher auch in der Or- 
dinatenaxe zwei Paare von Punkten A und Bj A' und B' geben, in Bezug auf 
welche die Curve die durch die Gleichungen (l.)) (4.)? (^O? (ßO andg^drAck- 
ten Eigenschaften besitzt. 

Wir nennen den Mittelpunkt und die acht Punkte A und B, A' 
und B', A und B, A' und B die. Brennpunkte der Curve, vorbehaltlich des 
Nachweises, dafs diese acht Punkte wirklich die Eigenschaften von Brenn- 
punkten in dem gewöhnlichen Sinne besitzen. 

Um die Realität der Brennpunkte der durch (7.) ausgedrfickten Curve 
zu untersuchen, haben wir mit Bezugnahme auf (2.) 

1 — m , 1 — n 



L m ' n J' 

(9.) Im = ««(izifiHlziiL), 



mn 

■Kl 2 (W* W)* 

iV = a'^ '" 

mn 

zu setzen, woraus man durch Elimination von m und n die Gleichung 

(10.) a*-|-CflH^ = 
erhält, wo 

(11.) c = L-ii:=^. 

Die vier Wurzeln der Gleichung (10.) geben die Entfernungen der vier in 
der Axe AB liegenden Brennpunkte. 
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Um andrerseits die Breanpiuikle, welche in der andern Axe liegen, zu 
ermiUeln, haben wir das soeben in Betreff der Gleichung (7.) eingeschlagene 
Verfehren auch in Betreff der Gleichnng (8.) anzuwenden. Wir haben also 



(12.) < M = ä 



M-m){i-») 



mn ^ 



\I 7 (»•— W)* 



ZU setzen, woraus die Gleichung 

(13.) a*-Ca'+if = 

folgt, deren vier Wurzeln die Entfernungen der in der zweiten Axe liegenden 
Brennpunkte vom MiUelpunkle ausdrflcken. 

Der eine der Gleichung (10.) genfigende Werth von c* ist derjenige, 
von welchem wir in (1.), (4.) ausgingen. Da dieser reell ist, denn ohnedies 
würden (1.), (4.) aurhören eine geometrische Bedeutung zu haben, so ist der 
zweite der Gleichung (10.) genfigende Werth von c* ebenMls reell, mitiUn 
hat a nur reelle oder rein imaginfire Werthe. Aus der Yergleichung von (10.) 
und (13.) folgt ferner, dafs, wenn m = e ein Wnrzelwerth von (10.) uX^ 
a = ey'—i «n Wurzelwerth von (13.) sein mufs. Hat sonach die Glei- 
chung (10.) vier reelle oder vier aMfmA^tf Wurzeln, so hat die Crleichung (13.) 
vier imapnäre oder vier reelle Wurzeln; hat dagegen die Gleichung (10.) 
zwei reelle und zwei itmmfindre Wurzeln, so hat die Gleichung (13.) eben- 
falls zwei reelle und zwei imm^äre Wurzefai. Somit zerfSdlen Abarhaupt 
die in Rede stehenden Curven in zwei Ariern, nimlich in Cmrvemj deren 
vier reelle Brennpmmkte im gerader Umie, mmd im Cmrvem, derem vier 
reelle Bremt^^umkU mmf zwei mmf mmmmder monmmlem, eich im 3tiUe^umkte 
sekmeidemdem Germdem äefem. Gehört eine Curve zur ersteren Art, so hat 
die eine der Gleichungen (10.) und (13.) vier reelle, die andere vier imagi* 
nire Wurzeln und M iel dmmm paeüiv; gehört sie dagegen zur zweiten Art, 

so hat jede der Gleichungen (10.) und (13.) zwei reeOe und zwei imaginire 

• 

Wurzeln und M i$t dmmm megmliv, wonach man also ein leichtes Kennzridieii 
hat^ um an der Gleichung zu seh^i, zu welcher von beidMi Arten eine aolclie 
Curve gehört Den Uebergang von der einen Art znr anden bilden die 
Cnrven^ fir welche Jf = ist; bei diesen Mfea zwei conjusirte Breupnnkle 
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zasammen, nfimlich in den Miltelpnnkt ; diese Curven können also nocii als 
dritte Art betrachtet werden. 

Um sich eine Gleichung fQr ein System von Curven mit gemeinschaft- 
lichen Brennpunkten zu verschaffen, braucht man nur die Constanten L, ilf, N 
in Gleichung (7.) so von einander in Abhängigkeit zu bringen, dafs die Glei- 
chungen (10.) nnd (IS.)) deren Wurzeln die Entfernungen der Brennpunkte 
vom Mittelpunkt angeben, von einer Curve zur andern sich nicht ändern. 
Hiernach mufs also M von einer Curve zur andern denselben Werth behalten. 

Aufserdem mufs auch C == L "^ — (s. Gl. (11. )3 constant sein. Aus 

dieser Gleichung folgt aber 

(140 ^ = -T=ir- 

Betrachtet man sonach in der nachstehenden Gleichung 

(15.) R'-LK^M^ ^'^^^ Kcos^u = 

M und C von einer Curve zur andern als constant, dagegen L als veränder- 
lichen Parameter, so haben die durch diese Gleichung dargestellten Curven 
die erwähnten acht Brennpunkte gemein. Wir wollen nun zunächst sehen, ob 
sie sich dergestalt in zwei Schaaren Iheilen, dafs jede Curve der einen Schaar 
von jeder Curve der andern Schaar rechtwinklig geschnitten wird. 
Ordnet man (15.) nach L, so erhält man 

(16.) L# p, . i ' LA • — p '. . = 0, 

^ ^ ü*8in*u ' Ä'sm'u ' 

eine Gleichung vom zweiten Grade, wodurch angezeigt wird, dafs sich in je- 
dem Punkte der Ebene zwei Curven des Systems schneiden, so dafs also hier- 
durch schon eine Sonderung der Curven in zwei Schaaren bedingt ist. Die 
beiden Werthe des veränderlichen Parameters L, welche zu einem beliebigen 
Punkte der Ebene {R, u) gehören, sind in Folge der Gleichung (16.) folgende 

wo 

W = y(Ä*+CiP+J!f)*— 4Ä^sin^tt(CÄ*+Citf + 4il!flPcos^ti). 

Andrerseils folgt aber auch aus (15.), dafs 

rAc^^ j[^ ^Ä (L*— 4Äf ) sin ti cos M 

'^^^•^ R du ~ (2il«-L)(L— (?)+(L'— 4iM)cos«ti' 

Bezeichnet nun r den Winkel, welchen die in dem Punkte {R, «) an eine der 
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beiden durch diesen Punkt gehenden Curven gelegte Tangente mit der Ab- 
scissenaxe bildet, so ist bekanntlich 

cotang(T — tt) = ^ß-g^- 

Aus dieser und den Gleichungen (18.) und (15.) erhält man durch eine leichte 
Entwickelung 

,.o^ . / ^ ttng u {M— LR* +R*) 

(19.) colang(T-ii) == jtf-jt« ' 

Selsen wir hier fflr L den Werlh aus (17.) ein, so erhalten wir 

(20.) colang ^r - «) = ^(gLjtf)sl8« ' ' 

Sollen die beiden durch diese Gleichung angegebenen Richtungen der Be- 
rflbrungslinien auf einander normal stehen, so ist es nothwendig und hin- 
reichend, dafs 

cotang (2ri — 2 w) = cotang (2r — 2ii) 

sei, wenn \nr unter r^ und r die Winkel verstehen, welche die beiden Be- 
rOhrungsIinien mit der Abscissenaxe bilden. Denn ist Tx = ^7r-f^> so ist 
cotang (2ti— 2u) = cotang (tt -|- 2t — 2u) = coiang (2t — 2 w). Bilden wir also 
aus (20.) den Ausdruck fflr colang (2t — 2ti), so werden die Curven der 
einen Schaar auf denen der andern normal stehen, wenn der für cotang (2t — 2«) 
gefundene Werth derselbe bleibt, mag man nun der Wurzel W^ welche in 
diesem Ausdruck vorkommt, das Vorzeichen -f oder das Vorzeichen — geben. 
Setzen wir daher in (20.) 

•^ j(Ä* — ilf)sin2tt = ^, 
so dafs also cotang (t — ii) = -i-= — , so ist 

cotang(2r-2«) = ^^^*- 

Soll hier die Wahl des Vorzeichens von W auf den Werth des Bruches keinen 
Einflufs haben, soll also 

sein, so mufs, wie man durch einfache Reduction findet, die Gleichung 

(22.) r+/ = »^ 

stattfinden. Diese Gleichung wird aber, wenn man fflr f uni g die Werthe 
aus (21.) wieder einsetzt, in der That idefitisch, wie man sich leicht über- 
zeugen kann. Demnach ist erwiesen, dafs die Curven der einen ScAaar 
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auf denen der andern Schaar normai »tehen. Die PnDkte A, B, A', &^ etc. 
sind also auch BreDDpunkle ia dem gewöhnlicben Siane. Die anteDstehenden 
Zeicbnangen stellen solche Curvensysleme dar, und zwar Fig. 1 ein System 
von Carven der ersleo, Fig. 2 ein System von Curven der zweiten nnd Fig. 3 
ein System von Carven der drillen Art 
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!¥• 

Um diejenige Eigenschaft der in Rede stehenden Carven zu ermitteln, 
welche der bekannten Eigenschaft der Kegelschnitte entspricht, vermöge wel- 
cher je zwei zu ein und demselben Punkte gehörige Radien Vectoren mit der 
Tangente in diesem Punkte gleiche Winkel einschliefaeni schlagen wir folgen- 
den Weg ein. Aus der Gleichung 

{f+ wy-g' _ (f-W)'-9' 

2{f+W)g — 2(f-W)g 

folgt leicht, dafs jeder dieser BrOche und folglich auch 

cotang(2T-2ii) = T r ^^^ _ ^^ 

also 

(33.) colang(2T — 2m) = -i- 

ist. In Folge der Gleichungen (21.) giebt dies 

/o n N (Ä*— itf)8in2M 

lang (2t -211) = ^r.j^m)Js2u\CR^ ^ 
Hieraus erhält man leicht 

(24.) tang2» = jt.cos4«+&«co«2u-^M ' 

Sei nun erstens das confocale Curvensystem ein solches, dessen vier reelle 
Brennpunkte A, B, A', B' in ein und derselben Axe liegen, sei O der 
Mittelpunkt, P ein Punkt der Curve, R und u seine Polarcoordinaten , es 
werde ferner OA = OB = a, OA' = OB' = a' gesetzt, und die Winkel, 
welche die Geraden AP, BP, A'P, BT mit der Axe bilden (d. b. mit der- 
jenigen Seite derselben, von welcher an der Winkel u gerechnet wird), seien 
mit a, ß, Y, d bezeichnet, so hat man, wie leicht zu sehen: 

iZsinu 
tanga = -^ j — , 

, Q ilsinu 
tang/J = -5 , 



tangy 



jR sin fi 



ilcosu-|-a' 



f » 



» Üsmu 
tango = s 

® llCOSfl — 
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Aus diesen Gleichangen erbfllt man leicht 

* ^ / I i^N il*sin2u 

nnd iiieraos 

tang(a + /S+y + <y) = ii4eos4fi~(a«+a")il«cos2y+aV 
Aus (10.) folgt aber, dafs 

Folglich ist 

tang(« + /3 + y + <y) = n^cos4.u+CR\os2u+M ' 

woraus bei Vergleichung mit (24.) hervorgebt, dafs 

lang(a-f /J-j-y-f"^) = tang2T 
und folglich entweder 

(35.) I oder 

jenacbdem die Curve zu der einen oder zu der andern Schaar gehört. 

Liegen zweitens die vier reellen Brennpunkte A, B, A', ff des Curven- 
Systems auf beiden Axen und bezeichnet man mit a, ß, y, d die Winkel, 
welche die Graden AP, BP, J!P, BP mit der Axe AB, mit /, 9 
die Winkel, welche die Geraden J!P, ffP mit der Axe A^ß bilden, so ist 

wiederum tang(c-f^)= jt.^Jgtf ^a» ' ^^^^^^^ "t 

folglich 

..ngy = ^n(y-\n) = «^i=iL, ta.g*=l.,«(a'_in)= «j*i^. 

Somit ist 

tang(«+/?+y + (y) = it.eos4u-(a»-Oit'cos2»i-aV' ' 
Da aber hi«r 
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so ist wiederum 

t8Dg(« + /9 + y+«J) = Jt«co84«+0iI«CO82»+M - 

also auch hier 

lang(a4"/^4-y-f^) = tang2r. 
Wir haben sonach folgenden Satz: Der Winkel, welchen eine beliebige 
Tangente einer Curve der in Rede stehenden Art mit einer der beiden 
Axen bildet, ist der halben Summe der Winkel, welche die vier von den 
reellen Brennpunkten nach dem Berührungspunkte der Tangente gehen- 
den Radien Vecloren mit der erwähnten Axe bilden, entweder gleich, 

m 

oder er übertrifft diese Summe um einen rechten Winkel. 

Setzt man in (1.) m oder n gleich Null, so ist die Curve offenbar eine 
Ellipse oder Hyperbel. Es ist aber alsdann, wie man leicht ersieht, a' =^oo 
und es follen also bei den Kegelschnitten zwei von den vier reellen Brenn- 
punkten ins Unendliche. Der eben bewiesene allgemeine Satz giebt dann die 
im Anfang dieses Paragraphen erwfihnte Eigenschaft der Kegelscbnille. 



V. 

Um den Zusammenhang der in diesem Aufsatze behandelten Curven 
mit den elliptischen Functionen darzulegen, mufs ich auf einen Aufsatz im 
LV'*^" Bande dieses Journals verweisen, in welchem ich unter Andern dar- 
gethan habe, dafs, wenn man n-f 6]/— 1 als Ausdruck desjenigen Punktes be- 
trachtet, dessen Coordinaten a, b sind, cos{U'{-vi) fOr ein constantes v nnd 
veränderliches u Ausdruck einer Ellipse, fOr ein constantes u aber und ver- 
änderliches V Ausdruck einer Hyperbel ist, welche Kegelschnitte beide ihre 
Brennpunkte in -f~ 1 und — 1 haben. Giebt man also dem v hintereinander 
mehrere conslante Werthe und setzt u variabel, und giebt dann ebenso dem 
11 mehrere constante Werthe und setzt v variabel, so erhält man ein System 
confocaler Ellipsen und Hyperbeln, als dessen Ausdruck die Function zweier 
Variabein cos (u-^- vi) betrachtet werden kann. 

Ich behaupte nun, dafs die Functionen zweier Variabein sinam(ti-j-9i), 
cosam(ti-f (''X ^am(ti-ft'0 ganz in derselben Weise die Ausdrucke fflr die 
oben behandelten Curvensysteme sind, und zwar dergestalt, dafs sinam(«4-t'<) 
Ausdruck eines Curvensystems ist, dessen vier reelle Brennpunkte in gerader 
Linie liegen, während durch cosam(ri-ft;f) und JBm(U'{-vi) solche Systeme 
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dargesfeill werden^ in welchen die reellen Brennpunkte sieb auf zwei zu ein- 
ander normalen Richtungen befinden. 

1. Dem oben citirlen Aufsatz gemäfs ist nämlich sin am-X' ein Brenn- 
punkt der durch sinflm(fi-|-t^*0 dargestellten Curven, wenn 

dsinain^ir 



dÄ 



= cosam J^4^am T = 0. 



Findet aber die letzlere Gleichung statt, so ist sinamJ^ entweder ±1, oder 
±^, wenn k der Modul von sinamti ist. Demnach hat das Curvensystem 

sinam(fi4 W) die vier in gerader Linie liegenden Brennpunkte +1 und ±-t-' 
Bezeichnen wir die ersleren beiden durch / und 1', die letzteren durch // 
und II', ferner einen beliebigen Punkt sinam(ii-j-i?0 einer jener Curven 
durch P, so ist noch in Folge jenes Aufsalzes 

Pl^ = (1 — sinam(fi-|- rt))(l — sinam(w — rt)) 

(sin am 11 z/am 17 — cos am i;«)' 
1 — A'sin*amiisin*amW 
Ebenso 

(sin am u z/am <;/-|~ ^^^^^ ^^ ^' )' 
. 1 — &*8in'amMsin'ami;i 

Setzen wir demnach PI^PI' = S, PI - PI' = D, so ist 

^ 2sina mf<^/amr> 

,-,^ ^ - l/l — fc*sin*amtisin*ami;i 

(260 / 

w^ 2 co s am vi 

l/l — **sin'am u sin*am vi 
Eliminirt man aus diesen beiden Gleichungen v, so erhält man die Gleichung 

D* .S*Ä*cos"coamvj - 

cos'amri /k" ' 

welche sich auf folgende geeignetere Form bringen lAfst: 

(27,) cos'coara(r,Ä')S'-|-co8'pm(r,Ä')jy = 4. 

Diejenigen Curven des Systems sinam(ti4-ft), för welche v constant ange- 
nommen wird, sind also in der Tbat mit der einen Classe der oben behan- 
delten Curven identisch. 

Eliminirt man andrerseits v aus den Gleichungen (26.)) so erhält man 

S' D*ifc' cos'amM ^ 

cos*coamu V^ ' 
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und sonach gehören die Carven, ftfr welche if conslant angenommen wird, 
zu derselben Klasse. Bemerkenswerth ist hier noch, dafs der Modnias k nichts 
anderes ist, als das Verbfiltnifs des Abstandes des einen Paares conjogirter 
Brennpunkte vom Mittelpunkte zu dem Abstand des andern Paares. 

2. Was die durch cos am (fi rj- i'f) dargestellten Curvensysteme belriffk, 
so ist cos am J^ ein Brennpunkt dieser Curven, wenn sinam^^am.¥=0. 

Aus letzterer Gleichung folgt aber, dafs in diesem Falle cos am ^ die vier 

Vi 
Werthe^l und +-7- hat. Bezeichnen wir sonach wieder diese vier Brenn« 
"" "■ * 

punkte durch I, i', II, ir, so ist 

PP = (1 — cosam(ti-l-ri))(l — eosam(ii — ri)) 

(cos am M — cosarot;!)* 



Ebenso ist 



Folglich 



1 — A*sin*aiDt<sin*aine;i 



ntn (cos am K -f cos am yi)* 

1 — ft*sin*amt<sin*amt;t* 



o 2cosamii 



D =^ - 



yi — ik*sin*amusin*ami;t ' 
2 cos am (;j 



yi — Ap*sin*amu8in'am9;t 

Durch Elimination von u aus diesen beiden Gleichungen erhflit man nach 
eigneter Transformation 

^am(r,*')jO' — Ä*tang'am(r,ÄOS^ = 4, 
durch Elimination von v dagegen 

*^sin'amif.jy+-:-r^^ = 4. 

' sin'coamti 

Also auch diese Curven befolgen das im Anfang zu Grunde gelegte Gesets. 
Dieselbe Art der Herleitung ist auch fOr die Curven ^am(ii-f rt) statthaft. 

Liegnitz, im Sommer 1859. 
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Sur te r^sultant de trois formes quadratiques ter- 
naires, extrait d'une lettre ä M. Borchardt 

(Par tt. €h. Hermite i Paris.) 



. . . Ed posant avec M. Cajfleff (p. 139 de ce voIume) : 

if, = («, *, e, f, g, h) {X, y, z)\ <p' = («', *', c', f, g', h' ) {x, y, z)\ 

9," = (a", *", c", r> 9", A") {X, y, z)\ 
j'ai cberche a exprimer le resuUant au moyen des vingt deterininants qae 

donne le Systeme: 

», Ä, c, f, g, h ' 



(A.) 



il, b\ c', r, g', h' 
a", b", c\ f", ^\ h" 

lorsqo^on prend de toutes les manieres possibles, trois colonnes verticales. 
Pour abreger recriture, je les dösignerai ainsi: (akc)^ C^^/*)^ (^^^)^ et<^-9 ^^ 
maniere que Ton ait par exemple: 

Ia, h, c 
«" A" ^/' 
U ^ ^ V 

ie terme principal ab'c" etant toujours pris avec ie signe -f* Ceci con- 
vena, je dislingne dans le groupe des vingts determinants les deux suivants, 
{agh) comme premier terme d'an covariaDt et (bcf) comme premier terme 
d'oo contrevariant par rapport aux trois formea ^, (p\ (p". Reservant d'en 
donner plus tard Ia raison« je me borne en ce moment ä developper les ex- 
pressioos de ces deux formes, savoir: 



m*y y'« 



z^x 



ay* y«' 



xyz 



f = 



\+(agk) 



-(»fA) 



+v'f«) 



C 






—{bck) 

-Ws) 

•l'C 



-(egh) 



-(«*f) 



-(bcg) 



«" 



—(nie) 
-2{fgh) 



F 



+(»^) 



— ("V) 



+(«») 



-ibtf) 

-2(e/») 






+2{bgh) 



+(«cf) 
+2{cgh) 



-(lAg) 
-2(«/») 



— (M) 



+(«»€) 



Haintenant si Pon designe par 8f et SF les invariants da quatrieme degr^ 
de IH. AronAotSk,fw rapport aax formes eubiques / et F, Ie rösuitant sera : 
R = SF—i6Sf. II se Iroove donc exprime au moyen des determinants 
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du Systeme (A.) et Ton voit immediatement qua si Ton rempla^e g), <p', (p" 
par; iy-f'^V+^V^ A^V +i^ V'"f i^' V "^ »'y-f ^y'+ ^'V'* '' ^^ reproduU mul- 

tiplie par ia quatrieme pciissaoce du döterminant: Ifi, fi\ fi'']. La demon- 

slration soit d'ailleurs du mdme principe qa'a employe M. Ct^ley, en re- 
marquant qae si Ton suppose: 

.dV f .du n . dU 

ü designant une forme cubique, on aura f=UU, F=^—Pü*^. 

Mais il est on aulre point de vue sous leqoel on peut envisager Ia 
determinaiion du.resuUanl en recherchant comme l'a fait le premier M. Sjfl- 
vester une expression analogue a celle du discriminanl d'une forme cubique. 
Cette expression remarquable dont ia decouverte est dne a M. Aronhold 
etant 64iS^^— 7^^ l'analogie que nous voulons suivre, conduit naiurellemenf 
a essayer d'obtenir, par rapport au Systeme des trois formes proposees, deux 
invariants combinants qui colncident avec T^ et ^^ dans le cas particolier 
ou (p, if\ (p^' sont les derivees partielles d^üne forme cubique. Or M. SyU 
vester a deja donne une fonction qui dans ce cas se rednit non seulemenl a 
T^ mais a T lui möme, ainsi Tanalogie est a cet egard aussi complete qu'on 
peut le desirer. Mais il n'en est pas absolnment de mdme en ce qui con- 
cerne Tautre terme du resultant qui au lieu de devenir S^, se presente comme 
une fonction lineaire de iS^ et T\ Les recherches sulvanles conduiront comme 
on le veut, ä un invariant combinant qui se rödnit precisement a S^^ mais 
leur objet principal sera surtout de donner un premier exemple de TextensioQ 
aux formes a trois indeterminees de m^lhodes appliquees seulement jusqnMci 
aux formes binaires et que j^ai diveloppöes dans un memoire du Journal de 
Mathemaliques de Cambridge et Dublin (annee 1854). 

Je rappellerai d'abord cette proposition dont je ferai souvent usage. 
Soit /'=-2'Pj:"y*«' un covariant et F{§,ti,^) un contrevariant par rapport 
a une ou plusieurs formes, en operant avec f sur F de Ia maniere suivante: 

2P .w„ . ^ .^,. on obtiendra un contrevariant, et si d'one maniere toute sem- 

blable, on opere avec un contrevariant: €t=:JSQS'Tj^^^ sur un covariant y^ 



*) Voyez pour ces notations le travail du mftme autenr publik dans les transactions 
de Ia Soci^te Royale sous le titre: A Third Memoir upon Quaniics. 
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le resullat: ^^^——^^ sera un covarianf. Par la suite et pour d^signer 

d^ane maniere speciale ce mode d'operer avec une forme sur une aulre, je 
conviendrai de la notation suivante: 

Supposant par exemple que f el F soient le covariant et le contrevariant 
cabique, par rapport anx trois formes qaadratiques <p, ff', (p", doot ies ex- 
pressions ont 6te donndes plos haut, on trouvera : 

f^F = ^{.agh){hcf)^&{bfh){aeg)\^cr9Xm)-^afg){bfg)-S{hgh){egh) 
-B{cfh){afh)-A {ahf){acf) -\-A{bcg){abg)-A{ach){bch)-2{ahf){cgh) 
+ 2 {abgXcfh) + 2 {beg){afh) - 2 (*cAX«/»)+2 {acf){bgh)^2 {achXbfg) 
^2{0bc){fgh)J^S{fghf-{aber. 

C'est precisement sauf le signe la quanlite T dont M. Cayley a donne an 
autre mode de formation page 142 de ce volame, et od aper9oit immedialement 
le lien de celte expression avec rinvariani de sixieme ordre des formes 
cubiqoes, car en supposant y = ^— -, y'=^^— -, y" = ^_. eile se reduit 

a rinvariant du sixieme ordre de 17. 
Faisons en second lieu: 

\ 
l\ m\ n' L ce determinant sera un invariant combinant 

VI ^^tf ^ll\ 

i , tn , n ) 
du douzieme ordre par rapport aux formes donnöes, et si comme tout a rheure 

on fait rhypothese y = ^-^, y' = ^— , 9'' = ^ — , on aura precisement : 

JS= S^, S designanl Tinvariant du quatrieme ordre de U. Le resultant re- 
latif a q), (p', (p'* sera donc: 64JS'— T^ expression analytique qui reaiise 
autant que possible cette analogie avec le discriminant d^une forme cubique 
que M. Sjfhester a le premier reconnue. 

Mais le fait quMl Importe principalement de remarquer, c^est l'existence 
des Irois contrevariants lineaires simultanes: q>^F, (p'^F^. (p"^FfBr rapport 
, au Systeme des formes quadratiques proposees. En effet, si Ton en deduit en 
transposant, la Substitution suivante: 

Journal für Mathematik Bd. LVII. Heft 4. 49 



374 Hermiie, re$uUant de trau formes quadraiiques iernaires. 

et qu'apres l^avoir effectuee dans (p, if\ ip'', on designe les Iransformees ob- 
lenaes par: V'^ V^j V^^ on aora ces deux propositions : 

1^ rfj, y/, xp'^ sont les derivies par rapport k X, Y ei Z d^uoe 
mdme forme cubique. / 

2^ Tous les coefficients de cetle forme cubique sonl des invariants 
simultanes des trois formes proposees 9» (p'f fp". 

Ce second rösullat offre le premier exempie de i'extension aux fonctions 
a trois indöterminies de la ootion des formes types, que j'ai introduite dans 
Tötude des formes binaires de degres impairs et en partant des covarianls li- 
nöaires propres a ces formes. En second lieu, considerons en faisant abstraction 
pour plus de simplicit^ du denominaleur , la Substitution inverse de la prece- 
dente, savoir: 
jr=(mV-nW0a?+(n7''-/V')y+(/W'-m7'')^ = I'a? -f-üfy -{-Nz, 

Ces trois fonctions lineaires seront evidemment des covariants simultan^ de 

9f ^\ V^\ de plus: 0=:^^-f ^'F-f 9^'^ ^^^^ °^ covariant cubique et: 
» = ip{hu\Mt\Nw)\tp\Lu\M'v\N'w)\^\V'u\M'v\T^^^ 
un covariant double, en u, v, w d'une part et x, y, z de Tautre. Or on a 

la relation 

oa ^9 y dd . de 

d'ou: 

Ainsi les mömes quantit^s l, m, n, etc. se präsenten t dans la transformation 

da variables comme dans la combinaison syzygetique par laquelle on ramene 

les formes quadratiques proposees aux derivees partielles d^une mdme forme 

cubique. On peut d'aiUaurs aisement les caiculer par la remarqua suivante. 

Nommons 4^, 4^', 4^" les formes adjointes de q>, q>', q>", et considerons le 

d(p dfff dqP 
dx ^ dx ^ ax 

determinant: \-j^9 -jp^ 'dv'* ^^ '^ metlant successivement sous ces 

dff dtff dq/^ 
dz » "^^ H^ 
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trois formes: 



dx * dy ^ dz 

S'^ + W-f + M'^ 
8"Ä + aÄ"^ + 91»!g 



on aura 



L'aoalyse precedente s'applique evidemment a Tetode de deux formes cubiques 
binaires simultan^es et condoit a Tigard de ces formes a des resuHals entiere- 
ment semblables a ceux qu'on vient de voir. C'est une ektension nouvelle 
donnöe ainsi & Tanalogie qn^ool r^vele les decoavertes de M. Hes80 et de 
M. Aronkold entre les formes cubiqaes ternaires et les formes biquadratiqoes 
binaires, et qui doit compter, ce me semble, parmi les rösultats les plus in- 
teressanis de Talgebre moderne. Peut-dtre poarrais-je y revenir plas tard, 
mais avant de terminer jindiquerai encore, paisqaMI a ete question plus haut 
des formes types, comment on peul etendre au cas d*un nombre quelconque 
d'indeterminees la notion des formes canoniques teile que je Tai donne ailleurs 
pour les formes binaires. A cet effet j'admeltrai Pexistence de dsux co^ 
varianfs quadratiques (p{x,y,z, ...)^ V^i^ßX^^f-) p>r rapport ä la forme 
ou au Systeme de formes donne. Cela posö, la Substitution lineaire de a^,y,z,... 
en d^autres indeterminees X, Y, Z etc. qui fournira la reduction a la forme 
canonique, sera difinie par les conditions: 

(p{x,y,z...) = aJ?+*F^ + cZ^-f-., 
^(x,y,z...) = aX^-}-/3F'+y2?4---.- 

On verra aisement, comment se presentent en partant de la, les propositions 
fondamentales que j*ai donnees dans le cas des formes binaires. 

Paris, 14 fivrier 1860. 
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Band 56. 
S. 149 Gleichung (1.) —aßy statt —aßy. 

- 195 Z. 9 V. u. statt des Ausdruckes für 1^^^ ist der folgende zu setzen: 

,(M _ *^ S\ *' I ** *' . } 

* ~ 2.4...2»{ 2 (2A+2) "t" 2.4 (2A+2)(2 A+4) 2.4.6(2Ä-f-2)(2A+4)(2Ä+6)"^**"» 

- 195 Z. 6 V. u. Ä* statt ÜK*). 

Band 57. 

- 185 erste Zeile nach der dort obenstehenden Determinante: von derselben statt Tor 

derselben. 
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